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الطبعة الأولى (التجريبية) 3 ه/ 2022 م 


المقدمة 


انطلاقًا من إيمان المملكة الأردنية الهاشمية الراسخ بأهمية تنمية قدرات الإنسان الأردني» وتسليحه بالعلم والمعرفة؛ 
سعى المركز الوطني لتطوير المناهج» بالتعاون مع وزارة التربية والتعليم» إلى تحديث المناهج الدراسية وتطويرهاء لتكون 
معيتا للطلبة على الارتقاء بمستواهم المعرفي والمهاريّ» ومجاراة الأقران في الدول المتقدمة. ولمّا كان مبحث الرياضيات 
من أهم المباحث الدراسية التي تنمّي لدى الطلبة مهارات التفكير وَل المشكلات» فقد أَوْلِى المركز مناهجه عناية كبيرةً 
وأعدها وفق أفضل الطرائق المُتَبّعة عالميًا على أيدي خبرات أردنيّة؛ لضمان انسجامها مع القيم الوطنية الراسخة» وتلبيتها 
لحاجات الطلبة. 


وقد روغى فى إعداد كتنب الرياضيات للمرحلة الثانوية تضمينها الموضوعات الرياضية الأكثر أهمية واس تخدامًا فى 
التطبيقات العلمية المختلفة؛ بغية إعداد الطلبة للدراسة الجامعيّة إعدادًا جيّدَا يتواءم مع مناهج الدول المتقدمة. كما حرص 


على تقديم هذه الموضوعات بطريقة بنائيّة متدرجة تتيح للطلبة فرصة تعلمها بعمق من دون عناء أو جهد كبيرين. 

كما روعي تقديم الموضوعات بطريقة منظمة جاذبة ومدعمة بتمثيلات بيانية ومزودة بإرشادات تعين الطلبة على مواصلة 
تعلمهم بسلاسة من دون تعثر؛ فهي تذكرهم بالخبرات التعليميّة التي امتلكوها سابقًا وتساعدهم على ربط الموضوعات 
الجديدة ببعضها ربطًا وثيقًا. إضافة إلى صلة كثير من أمثلتها ومسائلها بسياقات حياتيّة تحمّز الطلبة على تعلّم الرياضيّات 

ولأن كثرة تدرب الطلبة على حل المسائل نهج ناجع في ترسيخ المفاهيم الرياضية لديهم وتعزيز طلاقتهم الإجرائيّة فقد 
تضمّن كتابا الطالب والتمارين عددًا كافيًا من التدريبات؛ بهدف توثيق غلاقة الطلبة بالكتاب المدرسي بضفته مرجعًا موثوقا 
ورصينًا يغنيهم عن البحث عن أَيّة مراجع أو مصادر إضافيّة ويحقق العدالة في التعلّم. 

ونحن إذ نقدّم هذا الكتابء نؤمّل أن ينال إعجاب طلبتنا والكوادر التعليمية» ويجعل تعليم الرياضيات وتعلّمها أكثر متعةً 


00 وتا بان عم" قن ويه كن وع ما بسنا م ماو ات دة 


المركز الوطني لتطوير المناهج 


قائمة المحتويات 


الوحدة © الاقترانات الأشية واللوغاريتمية O ss‏ 
الدرض 1 الاقترانات الأكية ا ا 23 
افوس العو رالاتا ا ي ooo‏ 00 1 
الدرس 3 الاقترانات اللوغاريتمية ERE‏ 0000 
الدرس 4 قوانين اللوغاريتمات ل a‏ 
ET‏ ا e‏ 


O E O O O CCE اختبار نهاية الو حدة‎ 


لجيب واقتران جيب التمام ا 
4 مشتقتا اقتران الجيب و 


الو حدة Ake‏ 
اخقبار تهاية الو 


: لمتجهة, والتسارع عه اعوط ees‏ 
المشتقة الثانية» والسرعة المت 
indiana ۰‏ 
5 لقصوى ARORA‏ 
الدرس 3 تطبيقات القِيّم | 
ر 


ae eee eee e e د لمرتبطة‎ 
2 ١ ف لمُعدّلات‎ 
رس‎ ۱ 


3 الو حدة a‏ 
اختبار نهاية الو 


الاقترانات الأشية واللوغاريتمية 
Logarithmic and Exponential Functions‏ 


ادل في هذه 8 EN‏ الي الاقراز 
ھا کی واللخصائص الجر لکل ما 
تم الحمائية والعلمية. 


7 


تعلّمْتٌ سابقا: سأتعنّم فى هذه الوحدة: 


ع 0 
قوانين الأسس النسبية. ^ > الاقتران الأسّيء وخصائصه. وتمثيله البياني. 


HN‏ 2 > الاقتران اللوغاريتمي» وخصائصه» وتمثيله 
اا 


1-1 1ن ا کسی لاقتران راید ۲ 


قواني”اللوغاريتمايظ 
لواحد. 


حر المعادكا ا 


د 


أستعمل تدريبات (أستعد لدراسة الوحذة)) فى الصفحتين (6) و( 


التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البذء بدراسة الوحدة. 
02-27 


فكرة الدرس 


المصطلحات 


0 
@ 


مسألة اليوم 


0 ا 
الاقراد الأسي يكون 
القِيَم مثل ل = × لاله 
سيتضِمّن جذرًا تربيعيًا 
لذ كاله أذ إذا كان 
1 = ط» فإِنَّ هذا الاقتران 
يصبح ثابتا في صورة: 
O a‏ 


أتذكّر 


اقترانات القوّة» مثل: 
7 ك ا الست 


1 2 
اقترانات أَسِّية؛ لان 


المُتغيّر موجود في 
الأساس.ء لا في الأسش. 


و 2 
تعرّف الاقتران الأسّى» وخصائصه. وتمثيله بيانيا. 


يُمثْل الاقتران: '(325)0.25 = ۲)9 تركيز دواء في 


الاقترانات الأشية 


Exponential Functions 


EM 


2 
الاقتران الأسّى. 


دم مريض بعد ٤‏ ساعة من تناوله. أجد تركيز الدواء 
بعد 5 ساعات من تناوله. 


الاقتران الأَسي 


و 
الاقتران الأسي (2مأعطنة onentiaمexp)‏ اقتران يكتب على الصورة: "ظط = (3)/ حيث 
0< طو 1 غك تل ومن ا 


=F, FO, =O 


يمكن استعمال تعريف الأسس وخصائصها لإيجاد قيمة الاقتران الأسّى عند أي قيمة معطاة. 


أجد قيمة كل اقتران ممّا يأتي عند قيمة × المعطاة: 
f) =4 ,- 8‏ © 
الاقتران المعطى 4= f»)‏ 
بتعويض 3 = × 4= (3)/ 


- 64 4° = 64 


الاقتران المعط 


بتعويض 2- = × 


2 


أجد قيمة كل اقتران مما يأنى عند قيمة × المعطاة: 


b) f0 = )2(“ ,x= -1 


التمثيل البياني للاقتران الاسّي» وخصائصه 


© f = )( x= 2 


f =() 


)5( = حار 


= 5 


a) f(x) =3 ,x=4 


يمكن تمثيل الاقتران الأسّى الذي فى صورة: "1 = (3)ل حيث: 1 < ط» بإنشاء جدول 
قِيّم» ثم تعيين الأزواج المُرتّبة الناتجة من الجدول في المستوى الإحداثي» ثم توصيل النقاط 


بعضها ببعض عن طريق منحنى متصل. 


يمن أيضًا استعمال التمثيل البياني لاستكشاف خصائص الافتران الأسّي. 


و 
إذا كان: 2 = (:3)/. فأجيب عن الأسئلة الآتية: 


م 2 
أمثل الاقتران بيانيًاء ثم أجد مجاله ومداه وخطوط التقارب. 


الخطوة1: 


(2,4) 


ا 


نشئ جدول فِيم. 


(1,2) 


(0,1) 


أتذكّر 

٠‏ المجال هو مجموعة 
القِيّم التي توجد على 
المحور ×» ويكون 
الاقتران مُعرَّفًا عندها. 

٠‏ المدى هو مجموعة 
القِيّم التي توجد على 
المحور/ وتكون 
صورًا ليم × الواقعة 
من مجال اران 

٠:‏ خط الفا لك عر خط 
سحن ارت 


أتذكّر 
طاق على الاقتران الذي 
يرتبط كل عنصر في مداه 
بعنصر واحد فقط في 
مجاله اسم اقتران واحد 
لواح وبك اق 


من ذلك عن طريق اختبار 
الخط الأفقي؛ إذ لا يوجد 
خط أفقي يُمكسه قطع 
سے الا راان اکر 
من نقطة واحدة. ٠‏ 


| الخطوة2: أمثل الاقتران في المستوى الإحداثي. 


أعيّن الأزواج المُرتّبة (3,1) في المستوى الإحداثي» 
ثم أصل بينها بمنحنى متصل كما في الشكل المجاور. 
إذن» مجال هذا الاقتران هو مجموعة الأعداد 
الحقيقية» ومداه هو الفترة (ه ,0)» وله خط 
تقارب أفقى هو المحور ×. 

أجد المقطعين من المحورين الإحدانيين. 

نحا أن ”2 ر ج داو ت اجوق ان 


مقطع مع المحور ×+ لأن 0 < /دائمًا. اننا ابره متنا تيسن 
المقطع للاقتران هو 1 عندما 0 = ×. من المحور ×. 


هل الاقتران (3)/ مُتزايد أم متناقص؟ 
الاقتران (3)/ مُتزايد؛ لأنّه كلّما زادت قِيّم د زادت قيّم /[. 
هل الاقتران (36)/ واحد لواحد؟ 
نعم» الاقتران (30)/ واحد لواحده وکوا من ذلك باستعمال اختبار الخط الأفقي. 
إذا كان: *3 = (تد) 56 عن الأسئلة الآنية: 
8) أمثّل الاقتران بيانيّاء ثم أُحدّد مجاله ومداه وخطوط التقارب. 
ط) أجد المقطعين من المحورين الإحداثيين. 
©) هل الاقتران (3)/ مُتزايد آم مُتناقص؟ 
0) هل الاقتران (3)/ واحد لواحد؟ 


التمز من المثال السابق أن الاقتران 2 = (8)/ اقتران متزايد» مجاله مجموعة الأعداد 
الحتيقة: وداه جرع اعدا الح الموجة ول خط قارب ألقي رالمور تة وهر 
اقتران واحد لواحد. وبشكل عام» فإِنَ أيّ اقتران أي على الصورة ”8 - )كل حيث 1 < طا 
له الخصائص ذاتها. 


اک الاك نه 


اك ا 


*-5 =( ؛ لان 
=( 


اتلم في البال الآنني الل البباني للافتران الأسّي في عسوي "2ت 0 حيف: 
1 > > 0 وأستكشف خصائصه. 


إذا كان: “(2) = (تد) ی 2 شن الأسفلة الآنية: 
َمل الاقتران بيانناء أحده مجاله ومداه وخطوط التقارب. 
الخطوة 1: اشغ جدول قِيم. 
3 1 0 أ _- 5 
ج 1 2 4 Î‏ 


رطم | ذل | م |1,2-)| a2»‏ 


الخطوة 2 : أمثل الاقتران فى المستوى الإحداثى. 
أعيّن الأزواج المُرتّبة ([,3) في المستوى 
الشكل المجاور. 
إذن» مجال هذا الاقتران هو مجموعة الأعداد 
الحقيقية» ومداه هو الفترة (00 ,0)» وله خط 
تقارب أفقي هو المحور ×. 

يقترب هذا الجزء من المنحنى 

أجد المقطعين من المحورين الإحداثيين. من المحور ×. 
بما أن *(2) موجبة دائمّاء فإنَّه لا يوجد للاقتران مقطع مع المحور ×؛ لأنَّ 0 < /زدائمًا. 
إذن» المقطع ر للاقتران هو 1 عندما 0 = × . 

هل الاقتران (30) ل مُتزايد أم مُتناقص ؟ 
الاقتران (30)/ مُتناقص؛ لاله كلّما زادت قم × تناقصت قِيّم /[. 


هل الاقتران (36)/ واحد لواحد؟ 


نعم» الاقتران (36)/ واحد لواحدء ويُمكن التحقق من ذلك باستعمال اختبار الخط الأفقي. 


3 2 
إذا كان: 6 = (×) فأجيب عن الأسئلة الآتية: 


) أمثل الاقتران بيانيّاء ثم أحدّد مجاله ومداه وخطوط التقارب. 
ط) أجد المقطعين من المحورين الإحداثيين. 
©) هل الاقتران (3)/ مُتزايد آم مُتناقص؟ 


4) هل الاقتران (3)/ واحد لواحد؟ 


ألاحظ من المثال السابق أن الاققران *(1)-(2)/ متناقص» ومجاله مجموعة الأعداد 
اها واا مجو ا عا الا ال رط سارب اي هر المحور ت 
وهو اقتران واحد لواحد. وبشكل عام فإِنّ أيّ اقتران أي على الصورة “2 = (×)» حيث 
1 >2 > 0 له الخصائص ذاتها. 


مُلخّصَ المفهوم خصائص الاقتران الأّسّي 
0 الل الان لاد ان الا على اا رة( هار 
أتعلم 


حيث 2 عدد حقيقى و 0 < 7 ,1 # 5 له الخصائص 
إذا كانت قيمة © سالبةه 2 


حإن م الاقران 
لاد ٠‏ مجال الاقتران هو مجموعة الأعداد الحقيقية ۴۸. 


٠‏ لى الات ان هو مج غ الأعدداد الحقيقية 
الموجبة ”۸ أي الفترة (هه ,0). 

ف یکو ن الاقتران متزايدًا إذا كانت 1 < 7 

۰ يكون الاقتران متناقصًا إذا كانت 1 > 8 > 0 

م اللاقوران خط قارب أفتى هر المخوراءة 

٠‏ يقطع الاقتران الأسي المحور '[ في نقطة واحدة هي 
(1 ,0)» ولا يقطع المحور ×. 


٠‏ اقتران واحد لواحد. 


أتعلّم 

حك ہے الو ا 
د 3 AU‏ كت ON‏ 
تحويلًا هندسيًا لمنحنى 
الاافتراك الاي الذي 
على الصورة طا = (×)» 
حيث يؤثر كل من 4 و ۸ 
و) على مجاله ومداه. 


خصائص الاقتران الأَسّي في صورة:) + " “1ه = (٭) f‏ 

ء۶ ء۶ ع 
يمن تحديد خط التقارب الأفقي لأي اقتران ّى صورته: ) + " “2ه = (٭) ويُمكن 
أيضًا تحديد مجال هذا الاقتران ومداه؛ سواء أكان متناقصًا أم مُتزايدّاء على النحو الآتى: 


مفهوم أساسي خصائص الاقتران الأسّي في صورة: ) + " "طہ = (×) ل 


aS MADEN J) = 1C إذا كان الاقتران‎ 


DELE Da و0‎ 


مجال الاقتران (×) هو مجموعة الأعداد الحقيقية ۸. 
مدى الاقتران (دكرهو الفثرة (6ه ,6). 

الاقتران (3)/ متزايد إذا كان 1 < 5. 

الاقتران (3)/ متناقص إذا كان 1 > 8 > 0. 

للاقتران (0:)/ خط تقارب أفقيًا هو المستقيم / = /[. 


0 ع ۶ 2 ع 42 ع اءع 4 
أجد خط التقارب الآفقي لكل اقتران مما يأتي» ثم أحدد مجاله ومداه. مبینا إذا كان متناقصًا آم متزایدا: 


@ fF») - 5)3(*-2 


بالنظر إلى الاقتران 9ا آلا :2= ,ديرق د زبقد م إذن: 


خط التقارب الأفقي للاقتران (×) ]هو 2- = ل. 
مجال الاقتران (3)/ هو مجموعة الأعداد الحقيقية ۸. 
مدى الاقتران (3)/هو الفترة (00 ,2-). 

بما أن 1 < 3 = ط فن الاقتران (0)/ مُتزايد. 


أ 
7 الدعم البياني 
#8 


يمكن استعمال برمجية جيوجبرا لتمثيل الاقتران () ل 
بيانياء وذلك بإدخال الاقتران في شريط المعادلةء ثم 
الضغط على زرٌ الإدخال (1ع821). 


وه 
ين 


لدان ( )آنه مترايد» ون خط 


تقاربه الأفقي هو 2- = ل. 


أتعلّم 
إذا كانت قيمة © سالة. 
فن ا 
+" “له = )هرو 
الفترة (6 ,مه-). 


© f) -7)2(*+3 


يُمكن إعادة كتابة الاقتران (*)/ في صورة: 3 + (+)7 = ()/. ومن ك فإن: 
h =0, =3‏ ,ل - 7,5 -». إذن: 


خط التقارب الأفقي للاقتران (7)/ هو 3 = ل. 
مجال الاقتران ()/ هو مجموعة الأعداد الحقيقية ۸. 


مدى الاقتران (3)/رهو الفترة (ه ,3). 


1 < 


بما أن > = ط» فإن الاقتران (0)/ مُتناقص. 


¥ 
3 الدعم البياني 
* 


E lt 
الان أن الاقران مُتناقص»‎ 22000002007 
ا ا غارب الأفقى هو3 دير‎ 


© F۴) = -3)4 +1 


بالنظر إلى الاقتران ان آلا حط :1= ,0= ۸ ,4= ظط ,3د إذن: 


¥ 
i‏ الدعم البياني 
#2 


يمكن استعمال برمجية جيوجبرا لتمثيل الاقتران 
(3)/ربيانيا. ويظهر في التمثيل البياني أن الاقتران 
متاق ص وأَنَّ خط تقاربه الأققي هو 1 = وأنَّ 
ET‏ 


خط التقارب الأفقي للاقتران (7)/رهو 1 = ل. 
مجال الاقتران ()/ هو مجموعة الأعداد الحقيقية ۸. 
مدى الاقتران (3)/هو الفترة (1 ,هه-). 


بما أن 4 = ط فإِنَّ الاقتران ()/ متناقص. 


0 13 03 م ع 42 
أجد خط التقارب الأفقي لكل اقتران مما يأتي» ثم أحدد مجاله ومداه. مُبِينَا إذا كان مُتناقِضًا أم 


مُتزايدًا: 


#2 6 - --<0ر )© *(0-4)5ر Db)‏ 2)3(5-1- )م a)‏ 


5 7 
يستفاد من الاقترانات الاأسية فى كثير من التطبيقات الحياتيةء مثل حساب عدد الكائنات الحيّة 


التي تتكاثر سريعًا. 


© مثال 5 : من الحياة 
معلومة حشرات: يمل الاقتران: *(2) 30 = (3)/ عدد حشرات 
َد ختفساء الدقيق إحدى | خنفساء الدقيق في كيس دقيق» حيث × عدد الأسابيع منذ 
الآفات الضارّة بالحبوب» | بداية رصد وجودها في الكيس: 
روحب ايسا حي 1 و : 
الدقيق والقمح. حر تى ®6 أجد عدد هذه الحشرات في كيس الدقيق بعد 6 أسابيع. 


ب مُخلفة رائحة كريهة الاقتران المعطر '(2) 30 = تار 
مميزة. 
کے ا '(30)2 = (6)/ 


إذنء عدد هذه الحشرات في كيس الدقيق بعد 6 أسابيع هو 1920 حشرة. 
بعد كم أسبوعًا يصبح عددها في الكيس 7680 حشرة؟ 


الاقتران المعطى *(2) 30 = دا 


بتعويض 7680 = (3)/ *(2) 30 = 7680 
بالتبسيط '(2) = 256 
“زق) =5 =F‏ 

بمساواة الأسس 1-8 


٠‏ إذن» يصبح عدد الحشرات 7680 حشرة بعد 8 أسابيع. 


بكتيريا: يُمثْل الاقتران: *(2) 500 = (:3)/عدد الخلايا البكتيرية فى 
عيّنة مخبرية» حيث × الزمن بالساعات: 


2) أجد عدد الخلايا البكتيرية فى العيّنة بعد 5 ساعات. 


) بعد كم ساعة يصبح عدد الخلايا البكتيرية في العيّنة 4000 خلية؟ 


2[ أتدرب وأحُْل المسائل 


أجد قيمة كل اقتران مما يأتى عند قيمة × المعطاة: 


,=3 © f = -5 2)" ,x=1 
2 © 0 - -)5(* + 4, x= 4 


11 
35-2 (9) - ۵/ © 5 2-2 
م 8 2 
أمثل كل اقتران مما يأتي بيانيّاك ثم أجد مجاله ومداه: 
9- 0)/ © 


© / - 3)6(' 


@ = )11* 


© =7 
© /)0 =3 +1, 


0 - 4 
© 0 - 7( 


0 14 0 3 - 40 ء۶ 2 
أجد خط التقارب الأفقي لكل اقتران مما يأتي» ثم أحدد مجاله ومداه مُبِينَا إذا كان مُتناقِصًا أم مُتزايدًا: 
1+2 حيو 
5- )= ه)/ © 2+ *5- 0)/ © 
ع 1+5 
1+ )3 -0)/ © 6- 0-3 9© 


بكتيريا: يُمْل الاقتران: *(1.2) 7000 = () f‏ عدد الخلايا البكتيرية في تجربة مخبرية» حيث :8 الزمن بالساعات: 
© أجد عدد الخلايا البكتيرية في بداية التجربة. 

© أجد عدد الخلايا البكتيرية بعد 12 ساعة. 

© بعد كم ساعة يصبح عدد الخلايا البكتيرية 10080 خلية؟ 


ضوء: بُمثّل الاقتران: “(0.97) 100 = (3)/ النسبة المئوية للضوء المارٌ خلال × 
من الألواح الزجاجية المتوازية: 


© أجد النسبة المئوية للضوء المارٌ خلال لوح زجاجي واحد. 


© أجد النسبة المئوية للضوء المارٌ خلال 3 ألواح زجاجية. 


معلومة 

يُصنّف سرطان البنكرياس 
إلى أنواع عديدة تبعًا لنوع 
خلايا البتكرياس التي 
يصيبها. وأشهر هذه الأنواع 
هو سرطان القناة البنكرياسية 
الذي يكتشف غالبا في 
مراحل مُتقدَّمة؛ نتيجة لعدم 
ظهور الأعراض. أو ظهورها 
بصورة بسيطة في مراحل 
المرض الأولى. 


مارات ایر الدایا هلي 
© تبرير: بين الشكل المجاور التمثيل البياني لمنحنى الاقتران: 


"له = (در. أجد (3) مُبرٌرًا إجابتي. 


: سرطان البنكرياس: بُمتّل الاقتران: '(100)0.3 = (۲)8 
: النسبة المثوية للمتعافين من مرضى سرطان البتكرياس» 
١‏ مِمّنْ هم في المرحلة المُتقدّمة حيث تعافوا بعد ٤‏ سنة من 
: التشخيص الأوّلي للمرض: 


: © أجد النسبة المئوية للمتعافين بعد سنة من التشخيص الأوّلي للمرض. 


: © بعد كم سنةٌ تصبح النسبة المئوية للمتعافين 996؟ 


© أكتشف المُختلف: أي الاقترانات الآنية مُختلف. مُبِرّرًا إجابتي؟ 


ان 


© تحد: إذا كان الاقتران: “© = (2)/ أَسيَاء فاد 


E 0 =2 | = 


ا 


J(x+1) 


ات أن وات 
5 5 


أتعلّم 


و 
اراق الوا ےی 


8 


(7 + 1)ه = (4)6 هو 
إحدى صور الاقتران 
الأشي: "ط = دل 
حيت اا يل المقدار 
1 من ك 


الال تاودا من د 


النمو والاضمحلال الأشى 
Exponential Growth and Decay‏ 


راف فاص كل من أقران اللمر الا فير قران الالال الأشى: 

اقتران النمو الأسّي» عامل النموء اقتران الاضمحلال الأسي» عامل الاضمحلال» الربح المْركب» 
الأساس الطبيعي» الاقتران الس الطبيعي» الربح المُركب المستمر. 

بلغ عدد سكان المملكة الأردنية الهاشمية نحو 10.8 ملايين نسمة 

عام 2020م. إذا كانت نسبة النمو السكاني قرابة 2.696 سنويًاء فأجد 

العدد التقريبي للسكان عام 2030م. 


اقتران النمو الأَسّي 
تزداد بعض الكميات بنسبة مئوية ثابتة في فترات زمنية متساوية. 
يمكن إيجاد مقادير هذه الكمّيات التي ازدادت بعد ٤‏ فترة من الزمن باستعمال الاقتران الآتي: 

“+ 1)ه = A(‏ 
اق على هذا الاقتران اسم «(exponential growth function) EEE‏ 
حيث الفترة الزمنية» و © الكمٌّية الابتدائية» و7 النسبة المئوية للنمو في فترة زمنية مُحدّدة. أمًا 
أساس العبارة الأسّية (7 + 1) فيُسمّى عامل التمو (07]ع2؟ .)gr0 W1‏ 


مفهوم أساسي اقتران النمو الأسي 


م ع 
بالكلمات: اقتران النمو الأسّى هو كل اقتران أسى يتزايد بنسبة مئوية ثابتة فى فترات 


رە ھاو 


7 كت ےم a,‏ 


A() = a (1 + 1)1 


ا 


© مثال 1: من الحياة 
خراف: في دراسة شملت إحدى مَزارع الأغنام تبيّن أنَّ عدد 


الخراف فى المزرعة يزداد بنسبة 31% سنويًا: 


5 1 ٍ 
أكتب اقتران النمو الأسّى الذي يُمثل عدد الخراف بعد ٤‏ سنة» 
علمًا بأنَّ عددها فى المزرعة عند بء الدراسة هو 1524 خروفًا. 


اقتران النمو الأسّي “7 + a(1‏ = )كل 
بتعويض 0.31 = 7 ,1524 = ۾ '(1524)1+0.31 = 
بالفسيط “(1524)1.31 = 


إذنء اقتران النمو الأسّى الذي يمثل عدد الخراف بعد سنة هو: “(1524)1.31 = ۸)9. 
أجد عدد الخراف بعد 5 سنوات من بَدْء الدراسة. 


لإيجاد عدد الخراف بعد 5 سنوات» أعوّض 5 = :٤‏ 


اقتران النمو الأسّي الخراك '(1524)1.31 = )ل 
بتعويض 5 -] '((1524)1.31 = A(5)‏ 
باستعمال الآلة الحاسبة 0 <> 


ذه عد الخراف بين لاسي ات في كذء الدراسة عو 5880 رو نا ثريا 


في دراسة شملت إحدى مَزارع الأبقار, تبيّن أنَّ عدد الأبقار في المزرعة يزداد بنسبة 

18% ستويًا: 

3) أكتب اقتران النمو الأَسّي الذي يُمثّل عدد الأبقار بعد٤‏ سنةء علمًا بأنَّ عددها في المزرعة 
عند بد الدراسة هو 327 بقرة: 


) أجد عدد الأبقار بعد 3 سنوات من بَذْء الدراسة. 


اقتران الاضمحلال الأَسَيي 


كما هو الحال فى النمو الأشى» يمكن تمثيل النقص فى كمّية ماء بنسبة مئوية ثابتة فى فترات 
زمنية متساوية» باستعمال الاقتران الآتى: 


a(1 - 5“‏ = )كل 
عو ء 
يُطلّق على هذا الاقتران اسم اقتران الاضمحلال الأسّي «(exponential decay function)‏ 
حيث الفترة الزمنية» و الكمية الابتدائية» و7 النسبة المئوية للاضمحلال فى فترة زمنية 
خا ما أساس العبارة الأسّية (7 - 1) فيَسمّى عامل الآضمحاذل 7م26 y۾ءde).‏ 


مفهوم أساسى اقتران الاضمحلال الأسّْي 


3 و2 
بالكلمات: اقتران الاضمحلال الأسّي هو اقتران أَسّي يتناقص بنسبة مئوية ثابتة في 


بالرموز: لسالس 
للاضمحلا 
کا ؛م-4م- قم 
TI‏ 
الفترة الزمنية للاخ ل 4 عامل الاضمحلال 


© مثال 2 : من الحياة 
كيمياء: تتناقص م 5 من عنصر الكروم بما نسبته 2.45% يوميًا 


4. 8 


نتيحة تفاعله مع الهواء: 00 
_ 


ع ٍِ 
أكتب اقتران الاضمحلال الأسّي الذي يُمثل كمّية الكروم (بالغرام) بعد ٤‏ يومًا. 


اقتران الاضمحلال الأسّي a(1 - r)‏ = )ل 
بتعويض 0.0245 = 5,۲ = ۾ '(0.0245 - 5)1 = 
بالط '(5)0.9755 = 


إذن» اقتران الاضمحلال الأسّي الذي يُمثل كمّية الكروم (بالغرام) بعد يومًاهو: 
.A() = 5)0.9755(' !‏ 


أجد كمّية الكروم (بالغرام) بعد 3 أيام. 


المعادلة الا اة '(5)0.9755 = A()‏ 
بتعويض 3 = ا (5(0.9755 = A(3)‏ 
باستعمال الآلة الحاسبة 4.6 x‏ 


إذن» كمّية الكروم (بالغرام) بعد 3 أيام هي 8 4.6 تقريبًا. 


سيّارة: اشترت سوسن سثارة هجينة قابلة للشحن بمبلغ 
0 ([. إذا كان ثمن السيّارة 4 بنسية 596 ستوثاء 
56 عن السؤالين الآتيين: 


8) أكنب اقتران الاضسخلال الا سى لثمن السثارة بعد #سنة. 


معلومة 
تحتوي السيارة الهجينة 
القابلة للشحن على مَحرّك 


كهربائي» ومُحرّك احتراق 


ي 8 جد حاار د ا ت 


الربح المُركب 

يستفاد من اقتران النمو الأسّي في تطبيق ات حياتية عديدة» نى 57071277 
interest)‏ compound)؛‏ وهو الفائدة المستحقة على مبلغ السار الأصلى الذي يسمّى 
رأ المال» والقواتن الم ساق 


مفهوم أساسي الربح المُركب 


معلومة بالكلمات: يُمكن حساب جُمْلة المبلغ المستحق في حالة الربح المُركَّبِ باستعمال 
YT‏ ا 


EE‏ ا ۴ دل الفاكذة النشوئ الذي 
2 .۰ مور: 2 4 3 3 
خلافا للبنوك الإسلامية الح مر E‏ 
التي تقوم على الاستثمار N TT‏ 
5 ا 
س شود اا 


أن 1 
يستحق مبلغ الفائدة كل 3 
أشهر؛ ما يعني أنه يضاف 


إلى المبلع الأصلي 4 


مَرْات فى السنة. 


لغة الرياضيات 
للق هالص لسالس 
النيبيري. 


استثمر سليمان مبلغ 9000 2[ في شر كة صناعية» بنسبة ربح مُركّب تبلغ 1.46%» وتضاف 


كل 3 أشهر. أجد جُمْلة المبلغ بعد 3 سنوات. 


صيغة الربح المُركّب A=P(1+Z)"‏ 


P = 9000, 7 = 0.0146, ۸ = 4, 1= 3 بتعويض‎ 


E 


= 9000 (1 + 32 


باستعمال الآلة الحاسبة 9402.21 > 
إذن» جَمُْلة المبلغ بعد 3 سنوات: 9402.21 (1[ تقريبًا. 


استثمرت تهاني مبلغ 5000 (11[في شر كة» بنسبة ربح مرگب تبلغ 2.25%» وتضاف كل 
6 أشهر. أجد جمْلة المبلغ بعد 5 سنوات. 


الاقتران الأسّي الطبيعي 


فى كثير من التطبيقات الحياتية» يكون الاختيار الأمثل لأساس الاقتران الأسّى هو العدد 

غير النسبي ...2.718281828 الذي يمى 7022¥ (50دط 021121). ويرمّر 
و 

إلبه بالرمز ©. وفي هذه الحالة» بى الاقتران: # = ()/ 2970¥ 


.(natural exponential function) 


الانوظ من الكل النساون أن خصاص اتل 
البياني للاقتران الأسّي الطبيعي هي نفسها 
خصائص التمثيل البياني للاقتران: "طا = (00)/ 


حيث: 1 < 2. 


3 
توجد تطبيقات عديدة للاقتران الأشّي الطبيعي» منها حاب 2177757575[ 


compounded interest)‏ yاcontinuous)؛‏ وهو عملية حساب جمّلة المبلغ بعد إضافة 
الربح المُركّب إلى رأس المال عددًا لانهائيًا من المَرّات في السنة. 


أتعلم 

لإيجاد قيمة 4500٥“‏ 

باستعمال الآلة الحاسبة» 

أضغط على الأزرار 
الآنية: 

O00 

O60 © 


مفهوم أساسي الربح المُركب المستمر 
بالكلمات: يُمكن حساب جُمْلة المبلغ المستحق في حالة الربح المُركّبٍ المستمر 
باستعمال الصيغة الآتية: 


بالرموز: *: معدل الفاتدة المستمر الذي 
يكتب في صورة عشرية. 
5: عدد السنوات. 


أودع علي مبلغ 4500 11 في حساب بنكي» J‏ 


بنسبة ربح مركب مستمر مقدارها 4%. أجد جُمْلة 


المبلغ بعد 10 سنوات. 
3 1 
صيغة الربح المركب المستمر ك0 
(0.04)10 
بعويفن 10 =7 ,0:04 = ;4500 =۶ 4500e‏ = 
باستعمال الآلة الحاسبة 6713.21 x‏ 


إذن» جَمُْلة المبلغ بعد 10 سنوات: 6713.21 2[ تقريبًا. 


أودعت سارة مبلغ 6300 (1 في حساب بنكي» بنسبة ربح مرگب مستمر مقدارها 3.2%. 
أجد جمْلة المبلغ بعد 9 سنوات. 


!| أتدزب وأَحُْل المسائل 


يبلغ عدد المشاركين في مؤتمر طبي 150 طبيبًا هذه السنة ويُتوفّع زيادة 

هذا العدد بنسبة 896 كل سنة: 37 

© أكتب اقتران النمو الأسّي الذي يُمثّل عدد المشاركين بعد سنة. ْ 0 J‏ 
1" ظ 


@ أجدعدد المشاركين المُتوفّع بعد 5 سنوات. 


5 
3 
7: 


استخدم 50 ألف شخص موقعًا إلكترونيًا تعليميًا سنة 2019م, ثم ازداد عدد مستخدمي الموقع بنسبة 15% كل سنة: 


5 5 4 
© أكتب اقتران النمو الأَسّي الذي يُمثْل عدد مستخدمي الموقع بعد سنة. 


)04 أجد عدد مستخدمي الموقع سنة 2025م. 


سيّارة: يتناقص ثمن سيّارة سعرها 17350 19[ بنسبة 3.5% سنويًا: 


© أكتب اقتران الاضمحلال الأسّي لثمن السيّارة بعد سنة. 


© اجك تمن السار بعل 3 نوات 


بكتيريا: يتناقص عدد الخلايا البكتيرية في عيّة مخبرية بنسبة 27% كل ساعة بعد إضافة مضاد حيوي إلى العيّة: 
© أكتب اقتران الاضمحلال الأَسّي الذي يُمثّل عدد الخلايا البكتيرية بعد ساعة» علمًا بأ عددها عند إضافة المضاد 
الحيوي هو 15275 خلية. 


© أجد عدد الخلايا البكتيرية في العيّنة بعد 7 ساعات. 


@© دجاج: 0 الدجاج في مزرعة للدواجن بنسبة 25% يوميًا نتيجة إصابته بمرض ما. أجد العدد المُتبقي منه بعد 5 
أيام من َء المرض» علمًا بان عدده الأوّلي في المزرعة هو 1550 دجاجة. 


استثمر ربيع مبلغ 1200 2[ في شركة: بنسبة ربح مرگب تبلغ 10% وتضاف كل شهر: 
© أكتب صيغة تمثل جمْلة المبلغ بعد ٤‏ سنة. 
© أجد جمْلة المبلغ بعد 5 سنوات. 


استثمرت هند مبلغ 6200 2[ في شركة؛ بنسبة ربح مُركّب تبلغ 8.4%» وتضاف كل يوم: 

© أكتب صيغة تُمثْل جمْلة المبلغ بعدغ سنة. 

© أجد ججمْلة المبلغ بعد 6 سنوات. 

© أودع حسام مبلغ 1129000 في حساب بنكي» بنسبة ربح مركب مستمر مقدارها 3.696. أجد جُمْلة المبلغ بعد 


© أودعت ليلى مبلغ 8200 12 في حساب بنكي» بنسبة ربح مُركّبِ مستمر مقدارها 4.9%. أجد جمُْلة المبلغ بعد 


© ذباب الفاكهة: أَعَدَّ باحث دراسة عن تكاثر ذباب الفاكهة» وتوصّل إلى أنه 
يُمكن تمثيل العدد التقريبى للذباب بالاقتران: 200 = (8)8) حيث 
2 عدد الذباب بعد4 ساعة. أجد عدد ذباب الفاكهة بعد 72 ساعة من بدذء 


2 


الدراسة. مُقرّبًا إجابتي إلى أقرب عدد صحيح. 


١‏ ممارات اتشكيزالديا هلي 


69 أكتشف الخطأ: أوجد رامي جُمْلة مبلغ مقداره 250 2[ بعد إيداعه في حساب بنكي بعد 3 سنوات» بنسبة ربح 
مرگب تبلغ 1.25%» وتضاف كل 3 أشهرء كما يأتي: 


ات 


OE 


- 09 X 


أكتشف الخطأ في حل رامي» ثم أصحّحه. 


0© تحدٌ: أكتب اقترانًا يمت عدد المصابين بالإنفلونزا الموسمية بعد أسبوعًاء علمًا بان العدد يتضاعف بمقدار 


3 مات كل أسبوع. 


الاقترانات اللوغاريتمية 
Logarithmic Functions‏ 


EM 


© 3336 تع ف الاقتران اللوغاریتمى» وخصائصه وتمثيله بيانًا. 
@ المصطلحات الاقتران اللوغاريتمى للأساس 8. 

2 و 5 0 5 1 ملام مه‎ 05 gê 
مسالة اليوم يُستعمّل الاقتران: [ ) ,108 = ۸ لحساب قوّة زلزال وَفق مقياس‎ 

0 : 

: ريختر» حيث 1 شدة الزلزال المراد قياسه» و ,1 أقل شدة للزلزال الذي 


الاقتران اللوغاريتمي. والعبارات اللوغاريتمية 


7 


أتعلّم تعلَّمْتٌ سابقًا أن أيّ اقتران يجتاز اختبار الخط الأفقى هو اقتران واحد لواحد, وهذا يعني أنه 


ألاحظ أنَّ التمثيل البياني 2 يُمكن إيجاد اقتران عكسي له. 

|٠000‏ ومن كم فإنَهيّمكِن إيجاد اقتران عكسي للاقتران الأشي الذي صورته: *8 = ()ل حيث: 

انعكاس للاقتران 168 1ع م ,0< ظ. 

ل المستقيم × = /[. ا 0 

يُطلّق على الاقتران العكسي للاقتران الأشّي: *8 = )راسم KEYEYÎ‏ 
للأساس طا .)l0garithmic function with base b)‏ ویر مز إليه بالرمز × ,108 = ›g)×(‏ 
ويقرأ: لوغاريتم × للأساس 5. 
إذن» إذا كان الاقتران: "طا = (3) حيث: 1 8 ,0 < لل 
فان × 1٥8,‏ = (») . وين الشكل المجاور التمثيل 


البيانى للاقترانين معًا. 
مفهوم أساسء العلاقة بين الصورة الأَسّية والصورة اللوغاريتمية 


إذا كان: 1 + ط ,0 < 8 ,0 < ين فإن: 


و 
ارال غا 0ة الل 


0 OE log, = y 
1 إذا وفقط إذا‎ 
الأ م 1 ا لكل أ‎ 
ا‎ 


a 


تتكن ا کے ر المطاذلة من ا ا يادي إلى و 


أكتب كل معادلة لوغاريتمية مما يأتي في صور هة 


0 


2 
اسية 


1 - 23ريرهها © ` 3 -8رعه1 © 
28-5 تت 23-1 bg‏ [ = 2 جه 3= 8 رlog‏ 
1o80 (76) = 2 | @ log,1 =0‏ 5 
1= 7° ب 0= log,1‏ ا ب 2- = ( و( ,108 
جم أتحقق من فهمي أكتب كل معادلة لوغاريتمية ممّا يأتى فو 
b) log,7 =1‏ 4 - 16 رع10 a)‏ 
l8, 5) = -5 d) log,1 =0‏ 9 


يمكن أيضًا استعمال تعريف اللوغاريتم لتحويل المعادلة من الصورة الأسّية إلى الصورة 
اللوغاريتمية. 


أكمب كل معادلة ا لد 


= 252 ©: 2 - :8 @ 
کا 1 
أتذكر + = 5 رها ب 2525-5 ` 3= 512 10g,‏ ج 512 = 8 
الصورة اللوغاريتمية: ۰ 
1 -"27 © ` = 3 © 
ر = × رع10 والصورة : 
ع 0 : 1 5 
0 -1رهه1! + 1-"27 2 )| هلل 
الأسية: × = ”6 متكافتتان. 0 >-1بي108 جه 57 72 2 8 = = 5 


1 
رو‎ T= b) 492 =7 0 رن‎ d) 17-1 


إيجاد قيمة العبارة اللوغاريتمية 


3 ع ¢ 
أستنتج من العلاقة بين الصورة الآسّية والصورة اللوغاريتمية أن اللوغاريتم 


اللوغاريتمية البسيطة باستعمال قوانين الأسس. 


أجد قيمة كل مثا ياتى من دون استعمال الآلة الحاسبة: 


بافتراض أن المقدار يساوي ل log 4,۷13 = y‏ 
الفا 73- ”13 
1 1 
V1 27‏ 2 = ”13 
+ 1 
بمساواة الا رتت 
ا 2 2 لل 


و 1 
إذن: < = ۷13 108 


3م10 © 


© log ,, 0.1 


ا 


بافتراض أنَّ المقدار يساوي ل 
و 

السبيغة الاس 

64 = 2“ 

بمساواة الأسس 


إذن: 6 = 64 رع10 


بافتراض أن المقدار يساوي لإ log, 0.1 = y‏ بافتراض أن المقدار يساوي J‏ 
ا 0.1 = ”10 اا 
“6 = 36 
= 0.1 101 50 
10 قانون قوّة القوّة 
ادم _ 1 1= A‏ و 
e‏ 0 = 10 بمساواة الأسس 
بمساواة الاس 1- ح ال يكل المعادلة 
es 52000‏ 
إذن: 1- = 0.1 ورع10 إذن: 2 = 6 108,4 
أجد قيمة كل مما يأنى من دون استعمال الآلة الحاسبة: 
1 
د و1085 c) 9 d)‏ 8 (ط 


دع وعذايس ا تمن إبجاد ا المقاذير 


23( 5 


يمكن استنتاج بعض الخصائص الأساسية للوغاريتمات من الأمثلة السابقة. 


مفهوم اساسی الخصائص الأساسية للوغاريتمات 


إذاكاث: 1 2 2 ,0 حاف فإن: 


00 2-1 0 -1,ع10! ٠‏ 
اتا 
¢ 5 = أو 1= log,b‏ © 
0 ,8 غير مُعرّف؛ لآن 
0 د ”8 لاي قيمة ×. الم ان ا 
٠. b"»* — x, >0 log ,x = 10g, x‏ 


مثال 4 


أجدقيمة كل مها يأ من دون استعمال الآلة الحاسبة؛ ۰ 
log,1 ` @ log, ,/17‏ 0 


_ > : 1 1 
log, 1 =0 ey t=Q ` 108,۷17 =0 2 TSI 
> log, b = ال‎ 


تيل 05,5 © 


log, 5 =1 log, 0= ال‎ : 0 5 bn" — x 


جد قيمة كل مها با من دون استعمال الال الحاسية: 


a) log,1 b) 72 c) 9 d) g88" 


تمثيل الاقتران اللوغاريتمي بيانيًا 


يمكن استعمال العلاقة العكسية بين الاقتران الأسّى والاقتران اللوغاريتمى لتمثيل الاقتران 


اللوغاريتمي الذي صورته: × ر108 = /. 


أتعلّم 
0202 
القِيّم باختيار فيم للمتغير × 
تتناسب مع الأساس 1 في 
الاقتران اللوغاريتمي الذي 
صورته: تدر ع 10ح (×) ل 
ويَسْهل عن طريقها 
استعمال الخصائص 
الا غ 


ت 0 9 5 9 
أمثل كل اقتران مما يني بيانياء ثم أحدد مجاله ومداه ومقطعيه من المحورين الإحداثيين 
وخطوط تقاربه» مُبِينًا إذا كان مُتناقصًا أم مُتزايدًا: 


@ f(x) =log,x 
الخطوة 1: الو بيد ول قي‎ 
بما أنَّ المعادلة: × رع10 = تكافى المعادلة: ”2 = ته فَإنّه يُمكنني إيجاد الأزواج المُرتبة‎ 
اللازمة لتمثيل الاقتران (30)/ باختيار قيّم للمتغيّر /ز» ثم إيجاد قِيّم × المرتبطة بهاء عن‎ 
.× = 2" طريق التعويض في المعادلة:‎ 


أجد قِيّم 1 المناظرة. 


الخطوة 2: أمثّل الاقتران في المستوى الإحداثي. 
أعيّن الأزواج المُرتَّبة (( ,×) في المستوى الإحداثي» 
ثم أصل بينها بشن متصل كما قن الشكل المجاون. 


ع 8 7 6 5 4 3 2 
ألاحظ من التمثيل البياني للاقتران: :د ر108= (3)/ أن: 

ه٠‏ مجال الاقتران هو الفترة (هه ,0). 

٠‏ مدى الاقتران هو مجموعة الأعداد الحقيقية. 

٠‏ المقطع × هو 1ء وألّه لا يوجد للاقتران مقطع مع المحور ل؛ لأنَّ 0 < × دائمًا. 
٠‏ الاقتران له خط تقارب رأسي هو المحور ل. 


٠‏ الاقتران مُتزايد. 


© /) - log, x 
2 
الخطوة1: الع سوك قتي‎ 
بعاآن المعادلة: × د ها = ر تكافئ المعادلة: () = فإنَّه يُمكنني إيجاد الأزواج‎ 
المُرتّبة اللازمة لتمثيل الاقتران (3)/ باختيار قِيّم للمُتغيّر للب ثم إيجاد قِيّم × المرتبطة بهاء‎ 
.× = )7(' عن طريق التعويض في المعادلة:‎ 


1 
4 2 1 


سد بم 
سم ]حير N‏ 


2D | OD GD | ED 


2 


معلومة الخطوة 2: أمثل الاقتران في المستوى الإحداثي. 
ابن حمزة المغربي عام | أعيّن الأزواج المُرتبة (( ,) في المستوى الإحداثيء 
محلم ابح في علحوم 


ثم صل بينها بمنحنى متصل كما في الشكل المجاور. 
الرياضيات» ووضع حجر 


الأساس لعلم اللوغاريتمات. 


ألاحظ من التمثيل البياني للاقتران: × ر ع10 = ()/أنَ: 
ه٠‏ مجال الاقتران هو الفترة (هه ,0). 

ه٠‏ المدى هو مجموعة الأعداد الحقيقية. 

* المقطع د هو 1ء وأنَّهِ لا يوجد للاقتران مقطع مع المحور ل؛ لأنَّ 0 < × دائمًا. 
٠‏ الاقتران له خط تقارب رأسي هو المحور /[. 

٠‏ الاقتران مُتناقص. 


2 
a 


2 ع م 98 
أمثل كل اقتران مما يأني بيانيّاء ثم أحذد مجاله ومداه ومقطعيه من المحورين الإحداثيين 
وخطوط تقاربه. مُبِينًا إذا كان مُتناقِصًا أم مُتزايدًا: 


a) f(x) - در زط ديع‎ = log ı x 


خط التقارب الرأسي 


للاقتران: 

f(x) = 108, )x+3( 
هو 3- = × وخط‎ 
التقارب الرأسي للاقتران:‎ 
تال‎ = 10g, )8-2( 


هو 4 = ×. 


مُلَخْضَ المفهوم خصائص الاقتران اللوغاريتمي 


بين التمثيل البياني المجاور الاقتران اللوغاريتمي الذي يكون في صورة: × ,108 = (3)/) 
حيث: 17 عدد حتيقي: 1,1<10 0 رف حا في ما ای 

.)0, ه٥( مجال الاقتران هو مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة ۴؛ أي الفترة‎ ٠ 

ه مدى الاقتران هو مجموعة الأعداد الحقيقية ۸. 

٠‏ الاقتران مُتزايد إذا كان 1 < ط. 

.0 > 8 > 1 الاقتران متناقص إذا كان‎ ٠ 

.[/ وجود خط تقارب رأسي للاقتران هو المحور‎ ٠ 

٠‏ الاقتران يقطع المحور × في نقطة واحدة هي (0 ,1)ء ولا يقطع المحور'ز. 


مجال الاقتران اللوغاريتمي في صورة: (×)ع ,105 - (×) ل 


مجال الاقتران اللوغاريتمي الذي صورته: (8)30 ,108 = (×) حيث: 1 + 5 ,0 < هو 
جميع قِيّم × في مجال (5)30؛ التي يكون عندها 0 < (:8)3. 


© f(0) =log, ) + 3( 


0 < تداع 0> 1+3 
کل ادد 3- X>‏ 


إذن» مجال الاقتران هو: (00 ,3-). 
f(x) = log, (8 - 2»)‏ @ 
0 < داع 0> 2X‏ -8 


بقسمة طرفى المتباينة على 2-» وتغيير اتجاه رمز المتباينة 4 > X‏ 


| إذن» مجال الاقتران هو: (4 ,مه-). 


أجد مجال كل اقتران لوغاريتمي مما يأني: 


(دة + 9( ,هما - وم b)‏ (- 5) رهه! - a) f)‏ 


2 أتدرب وال المسائل 
log, 343 - 3 © log, 256 = 4 © 108, 5 =‏ © 
1= 57 يع108 © 0 = 1 log,‏ © 5 = 6 ووع10 © 


و 
ء۶ 


أكتب كل معادلة أسية ممّا يأتي في صورة لوغاريتمية: 
6 - :6 @ -:4 © 4 - *2 @ 
١‏ -'9 @ 51 - 51 @ 8 - : 5 © 

أجد قيمة كل مما يأتي من دون استعمال الآلة الحاسبة: 
log, 81 © Tb) © log, 32‏ © 
log, 0.001 © logs 1‏ @ 3 ,1£ @ 
لت وهم[ @ 10)10( © 4 logı‏ © 
10g, (1x 10 © 8‏ @ 6 @ 


م 0 2 م هع 2 
أمثل كل اقتران مما يأتي بيانياء ثم أحدد مجاله ومداه ومقطعيه من المحورين الإحداثيين وخطوط تقاربه» مُبِينَا إذا كان 
متناقصًا أم مُتزايدًا: 


© f - ديه = ى @ :م‎ @ n = log: x 


و 
أكتب كل معادلة لوغاريتمية مما يأني في صورة أسّية: 


© = logı x © f(x) =108 x © g(x) = 6م‎ 


أجد مجال كل اقتران لوغاريتمي مما يأتي: 


@ f) - log, (r - 2( @ f0 - 5 - 2 log, (+ 1) ©9 / = -3 ,هما‎ )-×( 


© أجد قيمة 4 التي تجعل منحنى الاقتران: × , 108 = (3)/ يمر بالنقطة (5 ,32). 
© أجد قيمة ‏ التي تجعل منحنى الاقتران: :. 108 = (3)/ يمر بالنقطة (4- , ). 


إعلانات: يُمثل الاقتران: (1 + 4) ,ع2010 + 10 = (2)4 مبيعات شر كة (بآلاف الدنانير) 


من منج جديد. حيث ‏ المبلغ (بمئات الدنانير) الذي تُنفقه الشركة على إعلانات المُنتج. 
وتعنى القيمة: 19 > (2)1 أنَّ إنفاق 100 2[ على الإعلانات بُحقق إيرادات قيمتها 19000 ۲[ 1 


من بيع المنتج: 
© أجد (4)ص. و(5)24. و(2)124. 69 أفسّر معنى القِيّم التي أوجدْتّها في الفرع السابق. 
1[ مارات التشكيرااتيا_ سرع 
تبرير: أكتب بجانب كل اقتران مما يأتي رمز تمثيله البياني المناسب. مُبِرّرًا إجابتي: 
ا = )ع @ -) يها = £ 9© 0) ,وه! = 0)/ @ 


a) b) 


تحد: أجد مجال كل اقتران لوغاريتمي مما يأتي, مُحدَّدًا خط (خطوط ) تقاربه الرأسي: 


@ 9 = 1o8, )7( @ £0 = 108, ) -x×-2( © /)0 - )روه‎ 


1-5 


© أكتشف الخطأ: كتبت منى المعادلة الأسية: ل = * 4 في صورة لوغاريتمية كما يأني: 


أكتشف الخطأ الذى وقعت فيه منى» ثم أصححه. 1 
ٍِ ص E X‏ 


قوانين اللوغاريتمات 
Laws of Logarithms‏ 


© 35 تع رف قرانین اللوغاريتمات. 


مسألة اليوم يُمثّل الاقتران: ۸ 10108 =1 شِدَّة الصوت 


بالديسييل سيف فة الضوث: السنبية بالواط 


لكل شفرعم اجدشدة صرت بالديسييل إذا 


كانت شدته النسبية 7ط W/‏ 10° × 100 


قوانين اللوغاريتمات 
o 2 3‏ 2 
تات افا ق اتن الاس وو هاف قشيط مقادير اسه وإبحاه فة ادر عددية, 
ومن ذلك: قوانين الضرب» والقسمة» وقوّة القوّة. 
قانون ضرب القوى قانون قسمة القوى قانون قوّة القوّة 


5-7 ل‎ 0 bî x b” = لخر‎ 


بما أنه توجد علاقة عكسية بين اللوغاريتمات والأسس» فإنَّهِ يُمِن اشتقاق قوانين لوغاريتمات 
مُقابلة لهذه القوانين. 


Fr‏ قوانين اللوغاريتمات 


5 
9 
ع عر 
5 


إذا كانت ر اعا م نوع ت ا 
٠‏ قانون الضرب: log, xy = log, x + log, y‏ 
٠‏ قانون القسمة: ,108 - x‏ ,108 = حت log,‏ 


هء قانون القوّة: % p0‏ رون[ 


يمكن استعمال قوانين اللوغاريتمات لإيجاد قِيِّم مقادير لوغاريتمية. 


مثال 1 


3 


إذا كان: 2.32 > 5 ,108 وكان: 1.59 > 3 1٥8,‏ فأجد كلا مما يأتي: 


0 log , 15 


log, 15 = 10g, )3 × 5( KS 1‏ 
أفكر 
قانون الضرب في اللوغاريتمات 5 - 108,3 - 
يُمكن إيجاد 8 108 
هل يمكن إيجاد 8,8 بتعويض 2.32 به 5 108 ,1.59 به 3 رع10 2 + 1.59 > 
ا ١‏ 3.91 
الال ا تعمال ا حت 00 
لع log,‏ @ 
إجابتي. 3 
قانون القسمة في اللوغاريتمات 5 - 3 10g = log,‏ 
بتعويض 2.32 :< 5 ر 1٥g‏ ,1.59 > 3ر 108 2 - 1.59 بح 
بالطرح 3- x‏ 
log , 5‏ @ 
log, 125 = 10g, (5 ( 125 = 5‏ 
قانون القوّة في اللوغاريتمات 5 - 
بتعويض 2.32 بخ 5 108 (3)2.32 بح 
بالضيرتك 6 > 
1 
ڄ ,108 @ 
قانون القسمة في اللوغاريتمات 9-- 1 - log,‏ 
أفكّر “05:28 12 log,‏ “108,3 - 0 - 
عن يك E‏ بالطرح 2108,3 = 
القسمة لإيجاد ناتج بتعويض 1.59 > 108,3 (2)1.59- بح 
x 3 18 ¢ log, 5‏ 
١ log 3‏ 1 7 


إذا كان: 1.21 > 7 ,٥1ء‏ وکان: 0.43 :< 2 ,چ0ل فأجد كلا مما يأتي: 


a) log,14 b) log, > c) log, 32 d) 108, 726 


كتابة اللوغاريتمات بالصورة المطؤلة 


يُمكِن أحيانًا كتابة مقدار لوغاريتمي بصورة مُطوَّلة تحوي مقادير لوغاريتمية عديدة» وذلك 


باستعمال قوانين اللوغاريتمات. 


أكتب كل مقدار لوغاريتمي مما يني بالصورة المُطوّلة» علمًا بأنَّ المُتغيّرات جميعها نمثل 


2 
4 


3 4 57 2 
أعدادا حفيقيه مو جبه: 


قانون الضرب في اللوغاريتمات 


قانون القوّة في اللوغاريتمات 


قانون القسمة فى اللوغاريتمات 


قانون القوّة في اللوغاريتمات 


قانون القسمة فى اللوغاريتمات 
قانون الضرب في اللوغاريتمات 


قانون القوّة في اللوغاريتمات 


و 
ضور ة الا س الم 
قانون القوّة فى اللوغاريتمات 


قانون القسمة فى اللوغاريتمات 


® log, x 2 


log, xy - log, x 3: logy 


= 7l0g,x + 2108 /ز‎ 


5x + 3) 
@ log, FA 


log, Ge = 10g, (5x + 3) - 10g, 4 


= 210g, (5x +3) - 10,4 


3 
@ log, 2 


2 


10g, = ع1‎ xy” - 108,7 
4 


=1l0g,X +108, - 108,7 


=1l0g, x + 310g, y- 218,2 


(67,ع108 3 “بر (log,‏ 2 


قانون الضرب في اللوغاريتمات (log, + logy = 1o8,‏ > = 


قانون القوّة في اللوغاريتمات )5108,0 - (210g, + 310g,‏ > = 
(210g, +3108, - 5( log, a =1‏ 2 - 
خخاصية اله 21 1= 

صية التوزيع > < 108¥ 1 ,108 


ر 


e 


+ 1) 


a) log, a 5" b) log, 


78 KETE 
c) log, d) log, 3b 


كتابة اللوغاريتمات بالصورة المختصرة 


تعلّمْتٌ في المثال السابق كتابة مقدار لوغاريتمي بالصورة المُطوّلة: لكنّى أحتاج أحيانًا إلى 
تحويل المقدار اللوغاريتمي من الصورة المُطوّلة إلى الصورة المُختصّرة؛ أىْ كتابة المقدار في 


7 


صورة لوغاريتم واحد. 


اك كل مقدار ی ی و لتختصضرة علمًا يان لمتغيّر ات > جميغها نل 


أعدادًا تحقيفية مو حبة: 


® 3log,x + 4log,Y 


3log,x + 4log,y=log, x + log, قانون القوّة في اللوغاريتمات‎ 


قانون الضرب في اللوغاريتمات “رد رهما - 


logy - 7108 2‏ + ند يهماة 69 


قانون القوّة في 7 5 . 
2 کک ت چ Ee‏ 
ا ع 108- 1/3 108+ log x‏ ع 5 7108 Slog 1+ 3 log ,y-‏ 
1 
أنه قانون الضرب في اللوغاريتمات "1082 > 3 رع10 - 
أتجنب الأخطاء الآتية قانون القسمة في اللوغاريتمات ( log‏ = 


ع كال ال ارات 
اللوغاريتمية بالصورة 
الط او الصووة 
المختصّرة: 


og,(M+N) = log,M + log 


2 
الصورة الجذرية ( ,8ا - 


أكتب كل مقدار لوغاريتمي مما يأتي بالصورة المُختصّرة» علمًا بأنَا لات جميعها تمثل 


عاق ا 
MN)‏ ودام = N)‏ روما 9 - a) log, a + 3log,b b) 510g, + 10g,‏ 
يستفاد من الاقترانات اللوغاريتمية وقوانينها في كثير من التطبيقات الحياتية» مثل تحديد مدى 
تأثير المُدّة الزمنية المستغرقة في درجة تذكر الطلبة للمعلومات. 


© مثال 4 : من الحياة 
فسيان: فى تجربة لتخديد دى تأثير الد ة الزمنية فى درجة 


معلومة 
اا ا تذكر الطلبة لعلو مات قمعت مجمرعة من الطلية لاخببار 
أوَلَا بُسّلان عملية تذكُرها | في مادّة معي ثم لاختبارات مُكافئة لهذا الاختبار على مدار 
واستعادتها في ما بعد. مكذ شهرية بعد ذلك فر جد فريق البحث أن الس ال ة 


للموضوعات التى يتذكّرها أحد الطلبة بعد شهرًا من إنهائه دراسة المادّة تعطى بالاقتران: 

.M() = 85 - 25 ورعه1‎ )4+ 1( 

أجد النسبة المئوية للمادّة التى يتذكّرها هذا الطالب بعد 19 شهرًا من إنهائه دراستهاء علما بأنَّ 
0 م 2 ,, 10ء مُقربا إجابتي إلى أقرب عدد صحيح. 


!| أتدرّب وأَحُل المسائل 


M(=85—-251og,, (f + 1) المعادلة المعطاة‎ 


بتعويض 19 = ٤‏ (1 + 19),رعه1 85-25 = M(19)‏ 
بالشسبط (20) مرعه1 85-25 = 
20 =2 10% (2 × 10) ر„ 10g‏ 85-25 = 
قانون الضرب في اللوغاريتمات (2 مرع10 + 10 ورع85-25)10 = 
بتعويض 1 =1 ,108 ,0.3010 > 2 ررع10 (0.3010+(85-25))1 > 
بالط (1.3010) 85-25 x‏ 
بالتبسيط 2 > 


إو ال الصوية الما الى ا ها الطالي بعك 19 ا من إنيافه دراستهنا هى 5290 


يُمثّل الاقتران: (1 + 6) , ,92-2810 = (1)1 النسبة المئوية للموضوعات التى يتذكّرها 
طالب من مادّة مُعيّنة بعد ٤‏ شهرًا من إنهائه دراستها. أجد النسبة المئوية للموضوعات التى 
يتذكّرها هذا الطالب بعد 29 شهرًا من إنهائه دراسة المادّة. علمًا بأنَّ 0.4771 > 3 ع10 


2a2 


مُقربًا إجابتي إلى أقرب عدد صحيح. 


3 


إذا كان: 0.778 بد 6 , 108: وكان: 0.699 >< 5 ,108 فأجد كُلا مما أتي: 


0 1o8, © log , 30 © 0 
0 0 © log, 0 O 108 


@ ,ي1‎ )6 o ( @ 1,5 © )108,5(008,6( 


ع 
5 


اكد كل مقدارالوغاريسى هما بائ بالصورة الفط رة غلما بان القنشرات حبيعها تك ادام حقيقرة مرا 


© 10g, x © 807) © log, (Vx VY ) 


© og, (3) © | ع‎ © log 1/32 


010 1 ا‎ 
© 108, 0 log, (x +y—zZ),xX+yY> 2 © log, ر‎ 


2 
57 


اکا كل مقداز لو غار ا باي بالضورة الشعضرة علا بان الكتشتراث جميعها تيكل اعداةا قش مرجبة: 
1 
10g, Vx‏ يه @ log, y © log, (x+y)-log, (X—7), x>y‏ + درعه1 © 


1 
© log , (% -4)-10g (+2), x> 2 © 210g, x — 3log,y + 8 © log,1 + 2108, Db 


© نمو: يُمثل الاقتران: (2 + *) ,ع10 48.8 + 29 = (30)/ النسبة المئوية لطول 
الطفل الذكر الآن من طوله عند البلوغ» حيث × عمره بالسنوات. أجد النسبة المئوية a‏ 
لطول طفل عمره 10 سنوات من طوله عند البلوغ» علمًا بن 0.3869 :د 2 ڇه[. \ 1 
9y‏ 
اسف 


ميات اتشكيرالدا هق 


ع ثم ,< 3 log,216‏ 
© تحد: أثبت أن - - . 
log,36 2 3‏ 


© أكتشف الخطأ: أكتشف الخطأ في الكل الآتي» ثم أصحّحه: 
xX)‏ ر108,5()108) = log, 5x‏ 


© درا ثبت أ 1 = (9 - 7ط) 10g,‏ - (36 + ط) 10g,‏ + (0-3) ,چ0 حيث: 3 < طء مُبررًا إجابتي. 


المعادلات الأشية 


Exponential Equations 


© 6 حل معادلات أَسية باستعمال قوانين اللوغاريتمات. 
@ المصطلحات اللوغاريتم الاعتيادي» اللوغاريتم الطبيعي» خاصية المساواة اللوغاريتمية. 


مسألة اليوم يُمثل الاقتران: ”106 = ()4 كتلة اليود (بالغرام) المتبقية من 
ْ عة كتلتها ع 10 بعد ٤‏ يومًا من يَذْء التفاعل. بعد كم یوما سيظل من 
العيّنة ع 0.5؟ 


اللوغاريتم الاعتيادي» واللوغاريتم الطبيعي 


يُطلّق على اللوغاريتم للأساس 10 أو ر108 اسم 


«(common logarithm) اللوغاريتم الاعتيادي‎ 


ويكتي غادة من دون أساس, 


اقتران اللوغاريتم الاعتيادي: 108 = /الاقتران 
العكسي للاقتران الأَسّي: "10 = بز أي إنَّ: 


“دى, 108=/ إذاوفقط إذا 0<× ,×= 10 
لغة الرياضيات 


كد الرمز ها على2 أمّا اللوغاريتم للأساس © أو 108 فيَسمّى اللوغاريتم 
اللوغاريتم الطبيعي» الطبيعي logarithm)‏ 11121أ2ط).؛ ويَرمز إليه 
وهو اختصار لكلمتى بالرمز 11. 


ل 
كر 


.(natural logarithm) 
ويُحَدَ اقتران اللوغاريت م الطبيعي: ×10 = / الاقترانَ‎ 
ET 5 2 8 
العكسي للاقتران الأسى الطبيعى: © = /ز؛ أي إن:‎ 


×صادر إذاوفقط إذا ‏ 0< ,ع« حتام 


أتعلم 
يوجد في بعض الآلات 
الحاسبة زر 
الذي يُستعمّل لإيجاد قيمة 
اللوغاريتم لأيَّ أساس 27 
DESO DEANE‏ 


تنطبق خصائص اللوغاريتمات على اللوغاريتم الاعتيادي واللوغاريتم الطبيعي» ويمكر 
التسغعمالها لإبجاد تة كل منهماء غلا بأد الآ الاس توي زراخاضًا باللوغاريتم 
الاعتبادي هو [ييَعء وزرًّا خاضًا باللوغاريتم الطبيعي هو ®&€ » ويّمكِن بهما إيجاد القيمة 
التقريبية لكل من اللوغاريتم الاعتيادي» واللوغاريتم الطبيعي» لأيّ عدد حقيقي موجب. 


أستعمل الآلة الحاسبة لإيجاد قيمة كل مما يأتي, مُقرنَا إجابتي إلى أقرب جزء من عشرة: 
log 7‏ @ 
انا Pd = ([0.4313637642 | O‏ © 


إذن: 0.4 > 2.7 ع10. 


© log (1.3 x 10°) 


0 ا 5 مسالل ل سم n‏ — 


إذن: 5.1 > (107 × 1.3) ع10. 


7م @ 
أت اال | 2.833213344( - 4 


إذن 26 17 15 


0 


أستعمل الآلة الحاسبة لإيجاد قيمة كل ممّا يأتيء مُقرَبًا إجابتي إلى أقرب جزء من عشرة: 


a) 3ع‎ b) log (3.1 x 10°) c) In 0.25 


تغيير الأساس 


تعلَّنتُ سابقًا أن معظم الآلات الحاسبة تحنوي على رين للوغاريتمات» هما: 23 > 
د ال . دلكنء كيف يمكنني إيجاد 7 , 108 باستعمال هذا النوع من الآلات الحاسبة؟ 


أفكّر 
إذا استعملْتٌ اللوغاريتم 
اللوغاريتم الاعتيادي في 
الفرع 1 من المثال» فهل 
00 


إجابتي. 


و 


أفكر 
eT‏ 
ا 


و 
أبرر إجابتي. 


يُمكننى إيجاد ذلك بتغيير الأساس غير المرغوب فيه (الأساس 4 فى هذه الحالة) إلى حاصل 


7 7 صيغة تغيير الأساس 
إذا كانت × ,8 ,© أعدادًا حقيقيةٌ مو جبة» حيث:1 + © ,1 ج ط» فإن: 
log, x‏ 1 
126 كت 


مثال 2 


أجد قيمة كل ممّا يأني, مُقرّبَا إجابتي إلى أقرب جزء من مئة (إِنْ لزم): 


® log, 16 


log 16 500‏ 16 1 
صعه -------- 
يغة تغيير الاساس 213 و05 
باستعمال الآلة الحاسبة 22 
log, 0‏ @ 
2 
log 10 E‏ 
صيغة تغيير الأساس حت - 10 رهم[ 
log‏ 2 
log 10‏ 
log 1 - 2 1‏ 
1 
10-1ع0,10 = 1 log‏ تك 
2-- 
باستعمال الآلة الحاسبة 2 بح 


أجد قيمة كل مما يأتي, مُقرّيًا إجابتي إلى أقرب جزء من مئة (إِنْ لزم): 


a) log, 51 b) log, 3 
2 


اتعلّم 
ری ا المساواة 
الور ل إل إن 
الاقتران اللوغاريتمي هو 
اقتران واحد لواحد؛ إذ 
يرتبط كل عنصر في مداه 
بعنصر واحد فقط في 
جا 


المعادلات الأسية 


تعلْمْتُ سابقا مفهوم المعادلة الأسّية؛ وهي معادلة تتضمّن قوى أسسها مُتغيّرات» ويتطلب 
حَلّها كتابة طرفي المعادلة في صورة قوّتين للأساس نفسه» ثم المقارنة بين أسَّي الطرفين وَفق 
القاعدة الآتية: 


إذا كان: ”۾ = ھ» فإن لر = ين 


حيث: 0 # 4 ,0 < 4. 


فمدلاء يُمكننى عل المعادلة: 81 = ”3 كمايأتى: 


الماد الا اة 332-81 
2X 4 is‏ 
بمساواة الأساسين 3 = 3 
بمساواة الان 4 = 2x‏ 
ا 2= x‏ 


ولكن» فى بعضن المعسادلات الأسّية لا يُمكتتى كتابة طرفى المعادلة فى صسورة فوتين 
لل ساس تفس ثل المعاالة: 5 = 3°« اذاه EEE‏ 


.(property of logarithmic equality) 


مفهوم أساسى خاصية المساواة اللوغاريتمية 


إلا 


إذاكان 0< ا کا > د و اھ فإن: 


xX log, x = log, y 


واا على ذلك تنكو غل المعادلات الأ الى ار اها ني رة فن 
للأساس نفسه» وذلك بأخذ اللوغاريتم نفسه لطرفي المعادلة» ثم استعمال قانون القوّة في 


أن 1 
يُمكنني حل الفرع 1 من 
المثال بأخذ 108 لطرفى 
المعادلة» فيكون الناتج: 
x OS‏ 


أحل المعادلات الأسّية الآنية» مُقَربًا إجابتى إلى أقرب منزلتين عشريتين: 


و 
ع 


المعادلة الأصلية 

بأخذ اللوغاريتم الاعتيادي لكلا الطرفين 
قانون القوّة فى اللوغاريتمات 

بقسمة طرفى المعادلة على 2 108 


باستعمال الآلة الحاسبة 


إذن» حل المعادلة هو: 3.7 بخ ×. 


المعادلة الأصلية 

بالقسمة على 5 

بأخذ اللوغاريتم الطبيعي لكلا الطرفين 
log, b= x‏ 

بقسمة طرفي المعادلة على 3 


باستعمال الآلة الحاسبة 


إذن» كل المعادلة هو: 1.07 > ×. 


المعادلة الأصلية 

بأخل اللوغاريتم الاعتيادي لكلا الطرفين 
قانون القوّة في اللوغاريتمات 

خاصية التوزيع 


بإعادة ترتيب المعادلة 


® 2*- 3 
2-83 
log 2 - 13 


xlog2 = log 13 


log 13 
` l082 
X37 
© 5e*-15 
5 e” = 5 
e” =5 
In e” = In 5 
3x = In 5 
5 In 25 
۰ 3 
Xx 1.07 
3 2224 نم‎ 
2 - م‎ 


*5 عم[ - **27 عه[ 


(x + 4( ع10‎ 2 -- 5 
xlog2 + 4108 2 - 5 
1108 2 - 3108 5 = -4 10g 2 


x (log 2— 310g 5) = -4 2 


TEE‏ د د 010121 اك 
المي اي ا 5 -2ع10 كام 


باستعمال الآلة الحاسبة 7 بح X‏ 
إذن» حل المعادلة هو: 0.67 < ×. 


@ 9+3 -30-0 


الاد ا 0= 3-30 + "9 
07 كرا كل 0= 3-30 + 37( 
بافتراض أن = *3 u + u-30=0‏ 

بالتحليل 0= )5 — (u + 6)(u‏ 
خاصية الضرب الصفري 5 - لا u= —6 or‏ 
باستبدال *3 بغ 35-5 6- = 3 


ينا آن “#8مرعية لكي قا فاه لو جد الماد ود ت ووی 
بحل المعادلة: 5 = *3. 


بأخذ اللوغاريتم الاعتيادي لكلا الطرفين 5 - 3 log‏ 
قانون القوّة في اللوغاريتمات 5 - xlog3‏ 
ا طرفي الاد على 53ا عت 

بقسمة طرفي 3 على STEN Og‏ 
باستعمال الآلة الحاسبة 6 X x‏ 


إذن» حل المعادلة هو: 1.46 بح ×. 


¥ 
0 الدعم البياني 
2# 


OO‏ + باستعمال بر مجية 
جيوجبراء وذلك بتمثيل الاقتران: 30- "3 + "9 = (×) ې 
وتحديد نقاط تقاطع منحنى الاقتران مع المحور ×. 
0 ا أن می الاقتران (3)/يقطع 
ا کا ر اة فط: ما بني وجود حل واحد 
| فقط للمعادلة: 0 = 30 - ”3 + 9. 


أتعلم 


يُمثْل 0 = ٤‏ عام 2006م. 


5 


المعادلات الاسة 


b) 2e” = 64 


d) 4 +2” -12 =0 


ية الآنية تية» مَقَربًا إجابتي إلى أقرب 4 منازل عشرية: 


a) 7-9 


4ر ب 0 9 


و 
تستعمل المعادلات الا سه فى كثير مخ التطبيقات الحيائية والعلمية: 


© مثال 4 : من الحياة 


3 و 3 - 


5 مليار نسمة عام 2006م. ويُمثل 
الاقتران: '(6.5)1.014 = )2 عدد 
سكان العالّم (بالمليار نسمة) بعد٤‏ عامًا منذ 
عام 2006م. بعد كم سنةٌ من عام 2006م 


سيبلغ عدد سكان العالّم 13 مليار نسمة؟ 
الاقتران الأصلي 
عرض 13 = )2 
بقسمة طرفي المعادلة على 6.5 
بأخذ اللوغاريتم الطبيعي لكلا الطرفين 
قانون القرَّة ذ 


ATER 


في اللوغاريتمات 


باستعمال الآلة الحاسبة 


سكان العالّم 9 مليارات نسمة؟ 


E LE 
5 i 1 


E عه‎ .: 

HE J BE i‏ و 
EE‏ 2 

0 6 17 1 1 

2 5 9 EE E 

5 و 1 

1 3 1 

Sr, ا‎ 9 
0 iE 1 
Hl ب‎ i 
n 1 م‎ 


'(1.014) 6.5 = )م 
'(1.014) 6.5 = 13 
'(1.014) =2 

=1n(1.014)'‏ 2 صا 


In2 =tln 1.014 


In2 
In 1.014 


0 بح 1 


t= 


إذن» سيبلغ عدد سكان العالّم 13 مليار نسمة بعد 50 سنة تقريبًا من عام 2006م. 


اعتمادًا على المعطيات الواردة في المثال السابقء بعد كم ا من عام 2006م سيبلغ عدد 


2 أتدرب وأخْل المسائل 


أستعمل الآلة الحاسبة لإيجاد قيمة كل مما يأتي مُقربًا إجابتي إلى أقرب جزء من عشرة: 
x 10°) @ 1‏ 2.5) ه16 @ ودع @ 
log, 10 © log, © © In 5‏ )4 


أجد قيمة كل مما يأتي» مُقرّئَا إجابتي إلى أقرب جزء من مئة (إِنْ لزم): 


0 log, 33 © دق‎ 17 © 10g 5 
© log, > © log 0 © log, 15 


و و 
ع 


أحل المعادلات الأسّية الآتيةء مُقَربًا إجابتى إلى أقرب 4 منازل عشرية: 
e = 21 @ -3* - 7 09 57 =3‏ @ 
27-2 © 2 = 9 @ 0= 42- 5+ 25 @ 


ودعت سميرة مبلغ 2 في حساب بنكي» بنسبة ربح مرگب مستمر مقدارها % 5: 
© بعد كم سنة تصبح جَمْلة المبلغ مثلي المبلغ الأصلي؟ 


© بعد كم سنة تصبح جُمْلة المبلغ 3 أمثال المبلغ الأصلي؟ 


إرشاد: صيغة جُّمْلة المبلغ للربح الر كب المستمر هي :”26 = 4. 


© كوالا: تناقصت أعداد حيوان الكوالافي إحدى الغابات وَفق الاقتران: "7" 8736 = ل 
حيث 87 العدد المُتبقي من هذا الحيوان في الغابة بعد٤‏ سنة. بعد كم سنة يصبح في الغابة 
7 حيوانًا من الكوالا؟ 


ميات اتفكبراديا_ علي 


© تبرير: أجد قيمة كلّ من 26 و إذا وقعت النقطة (6 ,2-)» والنقطة (100 ,:7) على منحنى الاقتران: 


"مرت وين مرا إجاض. 


+ 4 .ع‎ E 
.3* + 5- 5 تحد: أخل المعادلة:‎ © 


اختبار نهاية الوحدة 


أختار رمز الإجابة الصحيحة في كل ممّا يأتي: : © كَل المعادلة: '-*4 -'**2 هو 
) خط التقارب الأفقي للاقتران: (4)37 = (:)/هو: 3 b)‏ ا 
b) y=3‏ 4 حير (ه : 4 
d y=0‏ الحو )€ : 
: ® قيمة 10 108هى: 
6 حل المعادلة: 1 - 6 آهو: 
b) 1 :‏ 5 (2 
b) >‏ 0 (ه : 
c) log5 x log2 d) 0 :‏ 
d) e‏ 1 © : 
: 2 2 
83 قيمة (108)0.1هي: : © إذا كان: 1 = » فإن قيمة ± هی: 
b) =1‏ و 1 a) 0 b)‏ 
d) 4 : ©( 1 d 2‏ 2 نو 
4 أحد الآتية يكافىئ المقدار: 
3 - 27-1089 108: : 9 الاقترانات اللوغاريتمية التي في صورة: 
١‏ 1= 2 شف ۰ 
b) 6‏ 3 (ه : × 108 = (3) أ حيث: 8 عدد حقيقي 
: و0 < 1,5 + طء تمر جميع منحنياتها بالنقطة: 
7 (0 9 )€ : 
a) )1,1( b) )1,0( :‏ 
5 أحد الآتية يُكافى المقدار: س ر ع10: 
c) (0,1) d) (0,0) y‏ 


1 +/ر 2-3108 بع510 a)‏ : 
: إذا کان: ) = 4 Jog,‏ فأكتب قيمة كل مما يأتى بدلالة ): 
١ : b( alog,x — logy‏ 


10 log, 16 : 
: ¢) 50108 2 - 'ز,3108‎ 


11 log, 6 


: 0( 1-5log,x—3l0g,Y 


اختبار نهاية الوحدة 


َ 2 03 -.) و _- 
أمثل كل اقتران مما يأتي بيانياء ثم أحدد مجاله ومداه: 
*(0.4) = هدمع 13١‏ 6= 6م 12١‏ 


14 h(x) =1lo0g,x 15 p(x) =logı x 
4 


و و 
و 2% * Î‏ اس ا > 
أخل المعادلات الأسّية الآنية» مقر 


منازل عشرية: 


xX 


18) 117° =5 


0 = 7-72 ب 49 19 


0 استثمر سليمان مبلغ 2500 0[ في شركة صناعية» : 
بنسبة ربح مركب تبلغ 4.2% وتضاف شهريًا. أجد : 


جمْلة المبلغ بعد 15 سنة. 


أ أودع سعيد مبلغ 800 17 في حساب بنكي» بنسبة ربح : 
مركب مستمر مقدارها 4.5%. أجد جُمْلة المبلغ بعد : 


شبكة حواسيب وَفق الاقتران: 


300 = (8)ا؛ حيث لآ عدد 


أجهزة الحاسوب المصابة» 


وا الزمن بالدقائق. أجد الزمن اللازم لإصابة 10000 : 


جهاز حاسوب بالفيروس. 


إجابتي إلى أقرب 4 : 


بُمثل الاقتران: "1000 = N)1(‏ عدد الخلايا البكتيرية 
في عينة مخبرية بعد ٤‏ يومًا: 

3 أجد العدد الأصلى للخلايا البكتيرية فى العينة. 

4 أجد عدد الخلايا البكتيرية في العيّنة بعد 5 أيام. 

5 بعد كم يومًا يصبح عدد الخلايا البكتيرية في العينة 


0 خلية؟ 


8 بعد كم يومًا يصبح عدد الخلايا البكتيرية في العيّنة 
ضعف العدد الأصلى؟ 


: يقاس الضغط الجوي بوحدة تُسمّى هيكتوباسكال (۸۲)» 


بنسبة 1296 لكل كيلومتر فوق سطح البحر: 


7 أكتب اقتران الاضمحلال الي للضغط الجوي عند 
ارتفاع :7 كيلومترًا عن سطح البحر. 


8 عند آي ارتفاع تساوي قيمة الضغط الجوي نصف قيمة 


الضغط الجوي عند سطح البحر؟ 


8 إعلانات: يمل الاقتران: × 250108 + 400 = ()5 
مبيعات شركة (بآلاف الدنانير) من منج جديدء 
حيث × المبلغ (بآلاف الدنانير) الذي تنفقه الشركة 
على إعلانات المنتج» و1 < ×. وتعني القيمة: 
0 = (5)1 أنَّ إنفاق 1000 2[ على الإعلانات 


يُحقّق إيرادات قيمتها 400000 15 من بيع المُنتّج. 


وء مع 


أجد (5)10» مُفسّرًا معنى الناتج. 


التفاضل 


Differentiation 


الوحدة؟ 


LEE REE Es 
اح 6 لط ات ای‎ 
ER AA اا را‎ 
إيجاد مُعدّل التغير بالنسبة إلى الزمن. مثل: مُعدَّل تكاثر‎ 

الات امرك هال فيلات الو E‏ 
ا 9 دد کان ا ا" ْ 


ا 


سأتعلّم في هذه الوحدة: 


ب ا عمل الدزارة 1 اج اجاح یرب اتر ای ی نے 
الكاملة. Ab‏ اا 


إيجاد مشتقات اقترانات مُختلفة باستعمال 
قاعدة السلسلة. 


E E ri u 
مسائل حياتية تتضمن إيجاد معدل التي‎ 
TT 


”ه إيجاد متتقة كثيرات الحداؤد: 


“ييا (المسشتقة ر ت ر E‏ 
١ 5‏ الكرك E‏ 


أستعمل تدريبات (أستعد لدراسة الوحدة)» في الصفحتين (12) و (13) من كتاب 
التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البدء بدراسة الوحدة. 


لغة الرياضيات 
يُسمّى (×)۸ اقتراتا 
ا ل ان ار 
ويسقّى (*)8 اقترائا 
ار ا ل حبة: 
)(801) = ونال 


قاعدة السلسلة 
The Chain Rule‏ 


٠‏ إيجاد مشتقات اقترانات مُختلفة باستعمال قاعدة السلسلة. 
* إيجاد مشتقات المعادلات الوسيطية. 


قاعدة السلسلة» قاعدة سلسلة القوّة» المتغير الوسيط. 


کج 70 30 5 

يُمثل الاقتران: - 20 = N)(‏ عدد السلع التقريبى ال 
و ول لسلع القريي الي 
يمكن لمحاسب معدي فى أحد المحال التجارية أن يمرّرها فرق 
الماسح الضوئي في الدقيقة الواحدة بعد ٤‏ ساعة من بَدئْه العمل. 


أجد سرعة المُحاسب فى أداء هذه المهمة بعد زمن مقداره٤‏ ساعة. 


قاعدة السلسلة 
تَعلّمْتٌ سابقًا أن اقتران القوّة هو اقتران في صورة: "× = (×)» حيث 7 عدد حقيقي» ومن أمثلته: 
- 1 4 
×= )ل , 20-3 , f(x) = x‏ 


XxX 
ي وكيف أجد مشتقة اقترانات تنضمّن‎ )×( = ١ تعلَّمْتٌ أيضًا أن مشتقة اقتران القوّة هي:‎ 
حدودها اقترانات قَرَّة مثل: ×2 + × = دار‎ 
ولكنْء كيف يُمكن إيجاد مشتقة اقترانات أكثر تعقيدّاء مثل: '(×2 + ٭) = (20)/؟‎ 
ألاجظ أن الاقتران: 28(7 + ) = )هو اقتران مُركّبء حیٹ: ×2 + د = تال‎ 


و × = (ت)ع مُركّبتا (). e‏ 


چ کے 
f) = (x + 2"‏ 
سلب ا 


يُمكن إيجاد مشتقة الاقتران المُركّب: 22(7 + *) = ()/ بإيجاد مشتقة الاقتران الخارجي» 
وإيجاد قيمتها عند الاقتران الداخلي» ثم ضربها في مشتقة الاقتران الداخلي» في ما يسمّى 


.(the chain rule) قاعدة السلسلة‎ 


بوجه عام» يمن إيجاد مشتقة الاقتران الناتج من تر كيب أي اقترانين قابلين للاشتقاق 
كساياتي: 


قاعدة السلسلة 
إذا كان )و )ع اقترانين قابلين نای فاه مکی اناد مشا الاقتر ان الكركت: 


(8)0)/ = (×) (58/) باستعمال القاعدة الآتية: 


(fo8)' (x) = f'(8(%)) x 8)30( 


وبصيغة أخرى. إذا کان: (۷) = ل وكان: )چ = ا فإنَ: 


dy _ ۷ 


dx du ` dx 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 
+ =ر,®@ 
الخطوة 1: أجد مشتقة الاقتران الداخلى ومشتقة الاقتران الخارجى للاقتران المْركّب. 


الاقتران الداخلي للاقتران المُركّب: 1 + # = 1 والاقتران الخارجي له: “ا = بر. 


مشتقة الاقتران الداخلى 2x‏ 

dx 
dy 2 شتقة الاقتران الخا‎ 
7 - 31 مشستفه فترال يحي‎ 


الخطوة 2: أجد مشتقة الاقتران المْر كب باستعمال قاعدة السلسلة. 


اا 4 لك الك 
dx du dx‏ 

-_ 2 dy _ 2و‎ du _ a 

= 3U XxX 2X بتعويض ×2 = ,231 ر‎ 


بتعويض 1 + × = 1 “1ع O‏ = 


4-3 /ردت بل 6 


الخطوة 1: أكتب الاقتران بالصورة الْأسّية. 
الاقتران المعطى 6 - 4= J‏ 
الصورة أيه 3)2 =4( = 
الخطوة 2: أجد مشتقة الاقتران الداخلي ومشتقة الاقتران الخارجي للاقتران المُركّب. 


3 1 
الاقتران الداخلى للاقتران الم ركب: 3 - 4 = ۷ والاقتران الخارجى له: 12 = /[. 


مشتقة الاقتران الداخلي 3 = 4 
1 
مشتقة الاقتران الخارجى 1y‏ 4 
1 


قاعدة السلسلة الك ۹۷ لوك 
dx du dx‏ 
dy _1 1 du _‏ 1 1 . 
بتعويض 3- = ,2 0 2-3 4 
تعويض ×3 - 4 = 32-2 4) 3 
بتعويض 8¥ - 4 - ها 4-3-5 3-- 
ا 3 
الصورة الجذرية کے 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


b) y= + 4x 


(2- ) = ر (ه 


قاعدة سلسلة القؤّة 

تعر نت في المثال اسايق كف أجد م فة الاقتران التركب فى ضورة: "((داع] - زا 
رھ اعد اک ا افر انات ال کا کے ع و الان ساف ف تامو عات لباك ننه هذا 
الاقتران؛ تُسمّى قاعدة سلسلة القوّة chain rue)‏ erسowم).‏ وهي حالة خاصة من قاعدة 


السلسلة» حيث الاقتران الخارجى هو اقتران قوّة. 


أ 1 
إذا كان (3)ع اقترانًا قابلًا 
للاشتقاق» 0 
59 _ 4 


¥ 80030 = yT 


0 . 


مفهوم اساسي 


قاعدة سلسلة القوّة 


إذا كان 7 أيّ عدد حقيقي» وكان (30)ي اقترانا قابا للاشتقاق» فإنّ: 


“ (g())" = n(g())" ' x 8ع‎ 


يُمكن إيجاد مشتقة الاقتران المُركّب في صورة: "((:)8) = ()/ عند نقطة ما كما في المثال 


الاتی: 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأنى عند قيمة × المعطاة: 


الاقتران المعط 
قاغدة سلسلة القوة 
باشتقاق × - 266 


بتعويض 1 = × 


و 
الصورة الأسية 
قاعدة سلسلة القوّة 
باشتقاق ثم + 1 


الصورة الجذرية 


بتعويض 2 = × 


© f = 2-2", =1 
دار‎ #0 
f'() = 3)2 =) × (2 - 
= 3)2 -×(” × )8-1( 
انا‎ 00 
© f0 - /1 + ,د‎ 2 
وار‎ =1 + # ) + (2 
f) =1 E “1+ 
= (1 + x (3%) 


3 


2۷1+ 
(2) =2 


© =ر‎ )2-1(2 ,x=-2 


و 2 
ال 1)3- y= (f‏ 
قاعدة سلسلة القوّة (1- a = E xX E‏ 
dx 3 dx‏ 
0 1 
رموز رياضية باشتقاق [ = د x 2x‏ 3 )1 - )>= 
و 2 dy‏ 
يستعمّل الرمز dxlx=a‏ 
4x i mie IEE‏ 
للدلالة على قيمة المشتقة الصورة الجذرية 17 
عنما 0 >1 
dy 8‏ 
5 5 2- اكاك 
لمعويصن 1 35 2= ل 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي عند قيمة × المعطاة: 
+3x+2,x=2‏ تلود a) (=) +17, =1 b) f0)‏ 
y= 27-7, =4‏ ° 


قواعد الاشتقاق الآساسية» وقاعدة السلسلة 


43 


لإيجاد مشتقة اقتران فى بعض الحالات» يتعيّن تطبيق قواعد الاشتقاق الأساسية التى تعلّمْتُها 
سابقاء مثل: مشتقة المجموع» ومشتقة الفرق» ومشتقة مضاعفات الاقتران» إضافة إلى تطبيق 
قاعدة السلسلة. 


مرا : 7 ١‏ 4 م ۹ تق 1١‏ : ع“ 9 ETT‏ / 9 5 ققخ حضها عالت القؤّة 
إذا كان الاقتران”/ والاقتران چ قابلين للاشتقاق» وكان © عددًا حقيقيًاء فإنَّ مشتقة كل من 
f + 8‏ و 8 - f‏ و ڳه هي: 


مشتقة المجموع» أو مشتقة الفرق 80 ± ٠ )) <2 8(' (x) =f’ (x)‏ 


° (af)' (x)= af’ )( مشا مشباعفات الأكران‎ 


الاقتران المعط 


اق #1 
بالتبسيط 


3 6 من‎ e 0 7 


مُعدّل التغيّر 


قواعد سلسلة القوّة» ومضاعفات 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


7+ + )#-51= )م © 


f) - 5) - ° + 4+7 


مد وسح ل ع FSBO‏ 


الاقتران» والمجموع» والكايت 
اشاق = 4+ 2- Xx‏ 7 - 15)1 = 
بالتبسيط 4 + ”× - -30x)1‏ = 
f(0) = (2x + 1(* - 1/322 - 2x‏ © 

الاقتران المعطى 2%- 3% - 17+ 2x‏ = دار 
قاعدتا سلسلة القَوّةء 

/' © = 3)2+ 1(* × ےگ (1 + 2 کے‎ a 
2۷3-2 زف ری‎ 


6x -2 
- 32x + 1( × 2 ع-‎ _ 
2۷3% —2x 
31-1 


= 6)2x + 1(5- 
3% -2% 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


b) تار‎ -17/2-1- )- 3(* 


2 ير + + 1) = دار a(‏ 


تعلْمْت سابقا أن المشتقة هي نهاية ميل قاطع المنحنى بين النقطتين: ((11-+26)/ ,1 +) ,((6)/ ,) 
عندما 0 + . وبما أن ميل القاطع هو مُعدَّل تغّر قيمة '[ بالنسبة إلى قيمة ن فن المشتقة هي 
مُعدّل تخيّر أيضًاء ولكنْ عند لحظة (نقطة) مُعينة. فمثلاء إذا كان المطلوب هو إيجاد لگ فهذا 
يعني إيجاد مُعدّل تغيّر ب[ بالنسبة إلى ×. 


َه 9 7 و 
الب ك مو النواقف الحاتية اا يدل 1 ك اال إلى ك رى نيد اة 


4 


معش كل ا اعد الكربوة فى الجر بال إن عده السكاة: 


© مثال 4 : من الحياة 

الوك توصّلت دران بغ إلى تمحة فر سط الستوئ 
اليومي لغاز أوّل أكسيد الكربون في الهواء بإحدى القرى 
عن طريق الاقتران: 17 + ”0.5 0.6 = (م)٥»‏ 
حيث توعده السكان بالألف نسمة» علمًا بان © يقاس 


معلومة 
اول أكسيد الكربون هو غاز 
عديم اللون والرائحة» وضارٌ 
بالإنسان؛ إذ يؤدي استنشاقه 


إلى هنع الدم من حمل 1 5 7 
الأكسجين وعدم استعمال | بأجزاء من المليون (5 >0 تعني 5 أجزاء من المليون مثلا): 
الأنسجة للا كسجين بصورة و“ و و ن of‏ 6 
ا أجد معدل تغير مُتوسّط المستوى اليومى لغاز أوّل أكسيد الكربون فى الهواء بالنسبة إلى عدد 
السكان. 
أجد (0")0: 
ااا 7 + C(p) = 0.6۷ 0.5p‏ 
قاغدة البلسلة a O‏ 
2/0.57 
كانه تود د قوط اوق البرس او اذل اکس الكريون فى اليو اب جالسية إلى عله 
e‏ 06 / 
السكان هو : = C'(p)‏ 
7 + 21/0.572 
أجد معدل تغّر مُتوسّط المستوى اليومى لغاز أوّل أكسيد الكربون فى الهواء بالنسبة إلى عدد 
السکان عندما يكون عدد السكان 4 آلاف نسمة. مُفِسُرًا معنى الناتج. 
أجد (0')4: 
5 06 
مشتقة 0)8 = C(p)‏ 
2۷0.5p + 17‏ 
TTS a‏ (4) 0.6 
أتعلّم بتعويض 4 = 7 0 
7 + (21/0.5)4 
تشير الإشارة الموجبة إلى 
بالتسيط 0.24 = 


ارک کا ایی 
الو للغار ازاك اک ا 


الكربون. 


5101 قاف هده النيتكان الاف ت إن رط السستوى البومى لاز اول أكسة 


الكربون يزداد بمقدار 0.24 جزء من المليون لكل ألف نسمة. 


6 من‎ e 0 7 


صناعة: يُمثّل الاقتران: 229 +£ + ۷/10 = ()2 إجمالي الأرباح السنوية لإحدى 
الشركات الصناعية (بآلاف الدنانير)» حيث ٤‏ عدد السنوات بعد عام 2015م: 


.4 أجد مُعدَّل تغير إجمالي الأرباح السنوي للشركة بالنسبة إلى الزمن‎ ٩ 


) أجد مُعدّل تغير إجمالي الأرباح السنوي للشركة عام 2020م, مُفْسّرًا معنى الناتج. 


قاعدة السلسلة: والمُتغيّر الوسيط 


2 
5 


ملت هابا أذ الا سكل سار عقي ا ا إلى کا اخ و ماعل فاك 
e va ay <Y dy J du. f‏ 
فإن قاعدة السلسلة ل × س = تعني أن ل هو اقتران بالنسبة إلى × عن طريق المتغير 1 
الذي يُسمَى الْمُتغيّر الوسيظ (تعاء تصدحدم). 

ومن نَم فان مُعدّل تغّربالنسبة إلى × يساوي مُعدَّل تعر ر بالنسبة إلى 14 مضروبًا في مُعدّل 
ضر #بالسية إلى د 


4 


إذا كان: 1 + 214 - ا = ل» حيث: :20/3 = 1 فأجد 75 عندما 4 = :د. 
e‏ س ع 2 dy‏ 
بإيجاد مشتقة ل بالنسبة إلى المتغير 1 ا 0 ل 
بإيحاد شقا بالسية إلى المت 4 = 
1 1 
du EE e‏ 00 
X 4 X‏ 
La du_ 1 ,‏ 1 2 5 
شرف 27 2 ع × (2 - 2۷# 3) = 
تعويض 4= × لؤردت OO‏ اك 
ن 0 حر ( ا le‏ 


بالتبسيط 3 - 


6 من‎ e 0 7 


dy 


إذا كان: 1⁄7 + 1 = ل حيث: 43 - 3 = يق فأجد عندما 2 = 5×. 


2 أتدرب وأحُل المسائل 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


7 + ت) - و © “ (ضم3-2) =( @ “20 + 1) - 0)/ © 
- 00 “ده + 4)2 - ı0‏ © --1/7- 0)/ © 


@ /) - 1/5 +3, © /)0 =x + )- 3(“ © f0 = 2x - تمد‎ + )4 -0“ 


© 0 = x + 5(“ @ /)0 -1/)2-5(' @ /)0 = )26 - 3 + 4x +1° 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى عند قيمة × المعطاة: 


3= + , د - 1/25- 0 0© 


أستعمل قاعدة السلسلة في إيجاد © لكل ممّا يأتي: 


©9 ثم - نه , 5 + :172 - رن‎ - x 


1 1 
O - عمجي‎ =1 


1 + مد حي ,/ه3 + 57=ر 69 


أستعمل قاعدة السلسلة في إيجاد © لكل مما يأني عند قيمة د المعطاة: 


1 ,28-1 دن , )7+ 1) رز 9© 


2 -,1 - مر حي ,2 + 51- 3= @ 


صناعة: يُمثل الاقتران: :0.13 - د 1000 = (:0)3) تكلفة إنتاج × قطعة من مُنتّج مُعيّن (بآلاف الدنانير): 
© أجد معدل تغير تكلفة الإنتاج بالنسبة إلى عدد القطع المُنتّجة. 


© أجد مُعدّل تغير تكلفة الإنتاج بالنسبة إلى عدد القطع المُنبّجة عندما يكون عدد القطع المُنتّجة 20 قطعة. 


علوم: يُمثْل الاقتران: ( 


وء = 1( 400 = )287 عدد الخلايا البكتيرية بعد٤‏ يومًا هم 
في مجتمع بكتيري: 


©@ أجد معدل تغيّر/2 بالنسبة إلى + عندما 1 -م. 


© أجد مُعدّل تغير 27 بالنسبة إلى ٤‏ عندما 4 -م. 


إذا كان: 2- = (3) ۸ ,2 = (۸)3 ,6 = (2) ع ,3- = (2)ع» فأجد مشتقة مشتقة كل اقتران مما يأتي عندما 3 = 


@ 1) = gn) @ f = (n) 


ميات اتشكيرالدنا_ ا 


© تبرير: إذاكان: (0)ع)/ = ():1» حيث: 1 - ا = (1) وكان: 1- = (2) 'ع ,3 = (8)2 فأجد (2) ۸ء مرا 


إجابتى. 


ومع 


© رو اجك شتقة الاقتران: ”(4 - ث) = برعندما 0 = يزه مبررًا إجابتي. 
© أكتشف المُختلف: أي الاقترانات الآتية مُختلف. مُبرّرًا إجابتي؟ 


2 2 3 5 1 20 
(تدال‎ =¥ 1 h(x) = (x +1) 8)) TY 0) 1إ‎ 


© تحلٌ: أجد مشتقة الاقتران: 4( + #) + 2x‏ )1 


5 تقتا الضرب والة‎ 71 
Product and Quotient Rules 


© فكرة الدرس ٠‏ إيجاد مشتقة ضرب اقترانين 
٠ :‏ إيجاد مشتقة قسمة اقترانين 
مسألة اليوم ا ا 
: (بالأمتار) باستعمال الاقتران: س = (2)4: حيث ٤‏ الزمن بالأشهر بعد 
+t‏ 8 


زراعة البذور. أجد مُعدّل تغيّر ير ارتفاع النبتة بالنسبة إلى الزمن /. 


مه cece‏ وم ضرب اقترانين 
ا سارك اباد قات أف انات قير انك الود واف انات ال 4 عت أا إبجاد 
مشتقات مضاعفات هذه الاقترانات والاقترانات الناتجة من جمعها وطرحها. ولکن» كيف 
يُمكِن إيجاد مشتقات الاقترانات الناتجة من ضرب الاقترانات؟ فمثلاء إذا كان (30)كر و (<)8 
اقترانين قابلين للاشتقاق» فكيف يمكن إيجاد مشتقة (8)3 (×)۴؟ 


يُمكن إيجاد مشتقة ضرب اقترانين باستعمال النظرية الآنية: 


بالكلمات: مشتقة ضرب اقتراني نين قابلين للاشتقاق هي الاقتران الأول مضروبًا في 


مشتقة الاقتران الثاني» ثم يضاف إليه الاقتران الثاني مضروبًا في مشتقة 
الاقتران الأوّل. 

بالرهوز: إذا كان (0)/و(8)6 اقترانين قابلين للاشتقاق, فإنَّ مشتقة حاصل ضربهما 
هي : 


)18(' )3( = f(x) g(x) + g(x) f(x) 


مثال: إذا كان: × = (×) وكان: × = (مد)ع. تان 


(f9)' (x) = قر‎ . 5x + قر‎ ٠١ 2x 
=5 +2 © 


ا 


آذ 1 
06 َل الفرع 1من 
المثال باستعمال خاصية 
التوزيع أوّلّاء ثم اشتقاق 
الاقتران الناتج باستعمال 
قاعدة مشتقة المجموع. 


أو قاعدة مشتقة الفرق. 


أخطاء شائعة 
من الأخطاء الشائعة عند 
إيجاد مشتقة حاصل 
صرت ار یں صرف 
مشتقة الاقتران الأول في 


مشتقة الاقتران الثاني . 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 
f) = )2 + 3()-5(‏ @ 
الأقران العش (5- )(3+ ×2) = تار 


قاد معط الشرب .(43 2# کک (5- )+(5- تم) ف (3+ 2x‏ = () '/ 


قواعد مشتقة كثيرات الحدود» ومشتقة 


الجمع» ومشتقة الطرح 


= )2× + 3()2 + ) - 5()2( 
= (4 + 6×( + )2 - 10( 


بالتبسيط 10 - 6% + 6% = 


© f0 = Nx*-1(7 +4) 
f) = Nx*—-10 + 4( الاقتران المعطى‎ 


قاعدة مشتقة الضرب ‏ (1- ۷( کے (4+)+(4 + لك (1- ×۷) = ) ”/ 


قواعد e‏ 2-6 + #( + (د1()2 - (x‏ = 
ومشتقة الجمع» ومشتقة 2 


م | + 20 -/2) = 


بالتبسيط E‏ د براإضرةد 


2 
23/1 


أجد مث مشتقة كل اقتران مما يأني: 


(مد - 4)7 + ) = زر a)‏ 


(Vx + 1()3- 2(‏ = ودار زم 


أتعلّم 
لي سي ير 
ل د 
I Î‏ 
ليست حاصل ضرب 


ثم .موه وه وه 00 اقترانين 


يمكن إيجاد مشتقة حاصل قسمة اقترانين باستعمال النظرية الآتية: 


بالكلمات: مشتقة قسمة اقترانين قابلين للاشتقاق هي المقام في مشتقة البسط مطروحًا 
منه البسط في مشتقة المقام» ثم قسمة الجميع على مربع المقام. 

بالرهوز: إذا کان (:)/و(8)0 اقترانين قابلين للاشتقاق» وكان: 0 + (8)3 فن 
مشتقة حاصل قسمتهما هي: 


( 4 ( )5 _ 8( *1 9 ا‎ x 8')3:( 
58 )8)30( 


مثال: إذا كان: مد = (×) وكان: م = (عر)ي ذ 1 


3 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


عت - هم/ © 


الاقتران المعطى = f(x)‏ 
4 4 

= )2x + 5( (ند)‎ = )3( 0 )2x + 5( 200 

(2x + 5(* 

قاعدتا مشتقة كثيرات الحدود» (2)(%) - (5()1 + ×2) _ 

ومشتقة الجمع “(5 + (2x‏ 12 

باستعمال خاصية التوزيع 

بالتبسيط 


1 )2 + 5(“ 


x 07 0‏ ع3 1 
الاقتران المعطى 3 - و16 
X‏ 


أتذكّر 


77 0 7700 4 E إذا‎ 


3 04 حلت 5- 04 3 
)—-(1+x (2‏ * +1)--32(2 
قاع مؤكقة الق Ja)‏ ا( = ) f‏ 
E‏ 
ا ا 
+n‏ 


قاعدتا مشتقة اقتران القرّة 87 +1 - 5°( _ 


ومشتقة الجمع ونا 


3- 2 3- 
باستعمال خاصية التوزيع 3160-3 د وروا 5 


m n m 
od «> 0 =a 


My 7 mn 
o (a) =a 


ل 
افكر 5 3% - ° 8%- _- 

هل توجد طريقة أخرى ا 
لإيجاد مشتقة الاقتران فى 

الفرع 2 من المثال؟ يم أتحقق من فهمي 

أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى: 
x3‏ 1 31 
حك دور م = ور ره 


و 3 2 ِ 0 ع و ¢ 
تلات سابقا أن الک ھی تعدل قد کے ما ا إلى ك ری عند لحظة وون 
كثيرًا من التطبيقات الحياتية تتطلّب إيجاد مُعدّل التغيّر. والآن سأتعلّم كيف أجد مُعدَّل التغير 
فى تطبيقات حياتية باستعمال مشتقة الضرب أو مشتقة القسمة. 


© مثال 3 : من الحياة 
ا 2t‏ ِ 
NES‏ حك (0)8) ت رکیز مُسکن 


31 
للألم في دم مريض بعد ٤‏ ساعة من تناوله» حيث ° 


مَقيسة بوحدة .[5/113ه]: 


أجد مُعدّل تغيّر تركيز المُسكّن في دم المريض بالنسبة إلى الزمن .٤‏ 


أجد 0")8: 
الاقتران المعطى ب - نه 
3f + 16‏ 
1+ 4 29) - 29) 4 (16 +2 
(3f + 16) & (28 - )20 (3+ 16) 500000‏ = 
(3f + 16)‏ 
قواعد مشتقة كثيرات الحدود» 20)69)-(16()2 + (3f‏ _ 
ومشتقة الطرح» ومشتقة الجمع )16 + 37( 3 
6f + 32 -12f‏ 
ایال شا ال 
(3f + 16) 2‏ 
6 - 32 
بالتبسيط ST EET‏ 
(3f + 16)‏ 
ETI‏ و ك e‏ 32-62 
إذن» معدل تغير تركيز المسكن في دم المريض بالنسبة إلى الزمن / C(1) TT‏ 
أجد مُعدَّل تغير تركيز المُسكّن في دم المريض عندما 1 - 6 مُفْسّرًا معنى الناتج. 
أجد (0')1: 
6 - 32 
ا(0 = )ارم 
(3f + 16) )‏ 8 
(6)1 - 32 
بي اه الد ع كتست 2 CC‏ 
(16 + )3(1( )1( 
بالقتسيط 0.072 x‏ 


إذن» عندما يكون الزمن 1 1 فإ تركيز المُسكّنَ في دم المريض يزداد بمقدار 1٥1‏ /ع) 0.072 
لكل سا 

شكاق تيكل عزسكان زلدةاصتير #بالاقتران: 0 = ۳)9 حيث الزمن بالسنوات منذ 
الآن» وط عدد السكان بالآلاف: 


.6 أجد معدل تر عد السكان في لبلدة بانسب إلى الزمن‎ )١ 


وب ي 


ا) أجد مُعدّل تغير عدد السكّان في البلدة عندما 2 = 68 مُفْسُوًا معنى الناتج. 


مه cece‏ وه JI‏ ا ب 
يمكن إيجاد قاعدة عامة لمشتقة مقلوب أي اقتران باس تعمال قاعدة القسمة. فمثلاء إذا كان 
ا 1 3 


(0) 


E ES 
(f(%)) 


بالتبسيط دعاك 
(F00)‏ 


إن د 
)070 


ف ود وه وه II‏ 1 ب 


5 
00 


بالكلمات: مشتقة مقلوب اقتران قابل للاشتقاق 
على مربع الاقتران. 
إذا كان الاقتران (3)/ قابا للاشتقاق» حيث: 0 ع () فإن: 


I 
e 


ےر ا ان ا 


بالرموز: 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


الاقتران المعطي 
7 مر +1 


قاعدة مشتقة المقلو ب اناك تت 1ت 
لمقلور TES)‏ 


قاعدتا مشتقة اقتران القوة» ومشتقة الجمع م 


3- 4x 
الاقتران المعطا تح وار‎ 
3- 4% 5 
-2 4 3 - مه‎ 
000 eT 
f مشتقة المقلور 8 (٭)‎ 
-2)-4( 2 
قاعدتا مشتقة كثيرات الحدود» ومشتقة مضاعفات القوة “ده - 3) ح‎ 
8 
0 8 رال‎ 
(3 - 4×) 0 
أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى:‎ 
a( زم = مر‎ (= 3 
و1‎ ` 2+1 


TEY‏ الضرب و .. ة» وقاعدة ١١‏ 1 لة 


ت 
5 


يتطلّب إيجاد مشتقة اقتران أحيانًا تطبيق قاعدة السلسلة» إضافةً إلى تطبيق مشتقتي الضرب 
والقسمة. 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 
"ب م) “(ق-عة) = f0‏ @ 
الاقتران المعطى "0 7) “(5- ندة) = دار 


10 4 


عة اليرت *(قحبرق) كك 
dx‏ 


فم "ويام 2 )8-5( = f(0‏ 


قاعدتا السلسلة» ومشتقة كثيرات الحدود 3 × ”(5-×4)3 × "'(-7) +(1-)» *(-10)7 × )3x-5(“‏ = 


بالتبسيط OB)‏ "قرحم ) ريه "زوجم "زوحيوة)10ات = 


© f = 4x +3 


(2-1) 

الاقتران المعطى 3 = ی 
= 

قاعذة مشتقة القسمة 1° — (4x + 3) - (4x + 3) f, (2x‏ *(1-+2) = )ل 

32 -21)) 
قاعدتا السلسلة» ومشتقة كثيرات الحدود ((2) *(1-:3()3)2+ ×4) - *(1- 4 _ 
ْ “(2-1) 
انيف *(26-1) (3- 4(2x -1)* - 6)4x‏ 
ا (1- (2x‏ 0 
م أتحفّق من فهمي 
أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 
(1- ميه)ء:20 = (دار a)‏ 


2 أتدرب وأحُل المسائل 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


@ /) = )2x +1(* 2ة)‎ +2(“ 


1+3 
ا O‏ 
كن 


(5- )(1-×4) = 0)/ @ 
17-1 م = ı0‏ © ع - 0 © 
+«( = 0)/ عق - زمر 

(x+ 2( 


(2 -102 + ثرو - £( 5x‏ = رار © 


>) -3( 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى عند قيمة × المعطاة: 
4ح تمن يرب 5 FSV‏ © 
0 + , *(2-)(3 + 2) = 0)/ @ 


@ (=× 1+30 
O1 - حب‎ 
© 5 - 0 


O 0= - 


©9 0 = )8x+ (5 +3( 


@ /)0 - د‎ 3x-1 ,- 1 


1 « كج - ما © 


۶ 7 20001 
أعمال: يمثل الاققران: ك 
0.3 + 4 


لشركة جواهر وخُلِيَ. حيث ٤‏ عدد السنوات بعد عام 2020م: 


© أجد مُعدَّل تغيّر إجمالي المبيعات للشركة بالنسبة إلى الزمن #. 


= 5)2 إجمالى المبيعات (بآلاف الدنانير) 


(© أجد مُعدَّل تغير إجمالي المبيعات للشركة عام 2030م, مُفْسّرًا معنى الناتج. 

سكّان: يُمثّل عدد سكّان بلدة صغيرة بالاقتران: (20 +6) (100 + 12)242 = (4), حيث ٤‏ الزمن بالسنوات منذ الآن» 
و۶ عدد السكان بالآلاف: 

.٤نمزلا أجد مُعدّل تغير عدد السكّان في البلدة بالنسبة إلى‎ ©(١ 


© أجد مُعدّل تغير عدد السكّان في البلدة عندما 6 = 6 مُفَسُّرًا معنى الناتج. 


5.61 3 2 3» 5 ۰ 3. ٠ 
تفاعلاات: 6 : فم اثناء تفا کے اسه الاقتران:‎ 

© تفاعلات: يُمكِن نمذجة كتلة مُركّبٍ في عل كيميائي باستعمال الاقتر م 

حيث ا الزمن بالثواني بعد بء التفاعل» و1 الكتلة بالغرام. أجد مُعدّل تغير كتلة المُركب بعد 5 ثوانٍ 


من بَذء التفاعل. 


M( = 


كىن 5 2 dy‏ ا o‏ 55 
لسر و سس ل ا ا لحي ا 
Uu 2 3‏ 2 3 2 
,u= F1 2-1‏ سك - رز 9© 2 -2 , (3 +*) ع نا , )3+ u‏ = ر @ 


ع 
3 


إذا كان: 2 = (2) چ ,3 = (8)2 ,1- = (2) 4,۴٣‏ = (2) فأجد كلا ممّا يأتي: 


© 9ئ‎ )2( © (2) © @ 3+ f92) 


ا ممارات اتشكيرادنا_ ملي 


© تحد: أجد مشتقة الاقتران: *(*4 - 1) *(3 - x×)4×‏ = (3)/. 


ِ 5 0 2x 6x 
السوّالين الاتيين تباعا:‎ ٠ ل فا‎ )x( =+ تبرير : إذا كان:‎ 
ورور | قاد لح ا كز اناجيت عن السواجين الادين م‎ 
/ / 8 وعد‎ 2 
./)3( الت انسح (دال مبرزا إجابتي. © أجد‎ © 


© تبرير: إذا ا = )أ فأجد قيمة × عندما 0 = (6) “ل مُبرّرًا إجابتي. 


أتذكّر 


يحت اله الال 
الطبيعحي» أو العدد 
النيبيري؛ وهو عدد غير 
نسبي » حيث: 2.7 = م 
ودي الإفحروالة؟ 
ENE E‏ 
TT‏ 


يستعمل خبراء علم الاجتماع المعادلة: 58 -2)1 N=‏ ( 5 


شتقتا الاقتران الأشي الط والاقتران 
اللوغاريتمي الطبيعي 
Derivatives of Natural Exponential‏ 
and Logarithmic Functions‏ 


ه٠‏ إيجاد مشتقة الاقتران الأسّى الطبيعى. 


* إيجاد مشتقة الاقتران اللوغا 1 
ر ريي 


لتقدير عدد الأشخاص الذين سمعوا شائعة انتشرت في مجتمع 
عد اراھ 8 تھ د بوا من الظلاقيا. اچد دل ت عرد 


الأشخاص الذين يسمعون شائعة بالنسبة إلى الزمن 4 في مجتمع عدد أفراده 10000 نسمة. 


مشتقة الاقتران الأَسي الطبيعي 

تَعلّمتٌ مسابقًا إنجادمشتقة الاقتران العابت ومش فة اقتران القرّة باستعمال قواعد خاصة من 
دون حاجة إلى استعمال التعريف العام للمشتقة. والآن سأتعلَّم كيف أجد مشتقة الاقتران 
الايا باستعمال النظرية الآتية: 


شتقة الاقتران لأسي الطبيعي 


إذا كان: "ع = (×) حيث © العدد النيبيري» إن 


كك 
أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى: 
= © 
الاقتران المعطى 56 = f(x)‏ 


قاعدتا مشتقة مضاعفات الاقتران» ومشتقة الاقتران الأسّى الطبيعى 56 = f (x)‏ 


© دامر‎ =4 - ê 
زرا‎ =4 — e الاقتران المعطى‎ 


قواعد مشتقة اقتران القوة» ومشتقة الفرق» ومشتقة الاقتران الأسّي الطبيعي ”ع - ×8 = (٭) f‏ 


أتعلّم 


لإيجاد مشتقة افتران فى 


تطبيق قواعد الاشتقاق 


xX 


گ=ر@ 


` x+1 
ا ل هد‎ 
€ 3 
الاق ان المعطي کے‎ 0 
1 + 1 9 المجموع. ومشتعفه‎ 


الفرق» ومشتقة الضرب» 


dy _ + 1( 60-6 جعي‎ 


و 1 " قاعدة مشتقة القسمة مُه ا ا س 
و الماك و )1+( dx‏ 
مضاعفات الاقتران» إضافة قواعد مشتقة كثيرات الحدود ومشتقة (x +1)(e) - (e)1)‏ _ 
الأسّي الطبيعي. 7 1 (x + 1106© 2 e‏ _- 
لشن +1 +ع) 0 
7 59000 د xe + e‏ 
انا كات 
(x+1) i‏ 


2 0 ا من 5 أجد شتقة كل اقتران مما يأتي: 


a) f(x) = 2€ +3 b) f(x) =x +e 


c( J= Xe 


مشتقة الاقتران الأَسّي ا لطبيعي» وقاعدة السلسلة 


تَعلّدْتُ سابقًا كيف أجد مشتقة الاقتران المُركّب ((:)8)/ باستعمال قاعدة السلسلة؛ إذ يتل ذلك 
بإيجاد حاصل ضرب مشتقة الاقتران الخارجي / بالنسبة إلى الاقتران الداخلي (8)3 في مشتقة 
الاقتسران الداخلي (8)3. وبما أن الاقتتسران: 6*7 = (:)لزناتج من تركيب الاقتران (:8)5 
والاقتران لأسي الطبيعيء فإنَّهيُمكِن إيجاد مشتقته باستعمال قاعدة السلسلة كما في النظرية الآتية: 


5 تقة الاقتران: 3م > (36)ر 


آنا 


إذا كان: e‏ = (۸) حيث ()ع اقتران قابل للاشتفاق» فإن: 


زم دريام 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


الاقتران المعطى 
u,‏ 00 


APSA 


بإعادة الترتيب 


الاقتران المعطى 
wu,‏ )8 


مشتقة 50م حيث: 1 + ”× = (نزاع 


بإعادة الترتيب 


الاقتران المعطى 
و Ee‏ 1 


مشتهه «e‏ حيث: > = )»£ 


بإعادة الترتيب 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


© f(x) = 5e 


x2 +1) 


© f =e” 
1) =e“ 


f (%) =e“ x (4) 


4x 


4ê 


Of - 
f0) - 7 


= ر + ع‎ (2x) 


- 2x 


1 

@ f(x) =3e* 
3 

J = 38× 


1 


f(x) = 36* x = 


a) i69 م‎ 


32 3 و 0 3 و 
يدالب كدر ضح الات الحا ا 0ال اقات ةمقل ااال 
درجة الحسّاس في جهاز إلكتروني . 


© مثال 3 : من الحياة 
حرارة: تمثل المعادلة: ٠‏ 12 + 18 = (1)6 درجة حرارة 


معلومة ٠‏ 
اأ ها و ل ا : س في جهاز إلكتروني (بالسليسيوس €°) بعد ٤‏ ساعة من بدء 
لحساس هو جهاز يحو 


تشغيل الجهاز: 


كمّية فيزيائية (مثل: 


الضغطء» جة | ارة» ء۶ 2 و 5 5 5 
و أجد معدل تغيِّر درجة حرارة الحسّاس بالنسبة إلى الزمن 6. 


والإشعاع» والموضع) 1 
0 2 اجد T79‏ 
إلى كمية كهربائية تتمثل 
في الجهد. أو التيار» أو الاقتران المعطى مع 12 +18 = T(f)‏ 
الشحنة. 
مشتقة 9م حيث: 0.0021 = )ع (0.002) (f) = 12 e” x‏ ”1 
ا ”0.024 = 


أجد دل تر رجا رار ةالح اس بعد ة5 اغات من بل تفهيل الجهان فر امعتى 


الناتج 1 
أجد (1")5: 
مشتقة 1)9 ”0.024 = T(t)‏ 
بتعويض 5 ٤=‏ 0.024 = (5) ”1 
باستعمال الآلة الحاسبة 0.024 x‏ 


إذن» تزداد درجة حرارة الحسّاس بمقدار 0.024*0 لكل ساعة بعد 5 ساعات من تشغيل الجهاز. 


قمر صناعي: تُستعمّل مادَّة َة لتزويد قمر صناعي ‏ ىح 
بالطاقة. ويُمكن نمذجة مقدار الطاقة المُتبقية في المادّة 
المُشِعَّة (بالواط) باستعمال الاقتران: '7""” 506 = (1)ص 
حي ث٤‏ الزمن بالأيام. أجد مُعدَّل تير الطاقة المُتبقية في 


القمر الصناعى بعد 500 يوم» مَفْسْرًا معنى الناتج. 


أتذكّر 
الاققران اللوغاريتمي 
الطبيعي: ما ح بل 
هو الاقتران العكسي 
للاقتران 1 الطبيعي: 


5 تقة الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي 


قعل سايقا أن الاقران الر غار الطب هو اقتران لوغاريتمي أساسه العدد النيبيري ©» 
وألّه يكب في صورة: :123 = (:3)/. والآن سأتعلّم كيف أجد مشتقة هذا الاقتران باستعمال 


e e‏ الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي 


2 


إذا كان : تساك (تد)ن حت 0< 3 فإن: 


کڪ 
ل 
أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى: 
=7lnx‏ ممم © 
الاقتران المعط f(x) =7Inx‏ 
7 7 
قاعدتا مشتقة مضاعفات الاقتران» ومشتقة الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي كار 
2 
f) =x3+Inx‏ © 
2 
الاقتران المعطى دما + f(x) =x3‏ 
قواعد مشتقة اقتران القوّة» ومشتقة الجمع» 5 )۳ 
ومشتقة الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي x‏ 03 
y=xlnx‏ 69 
الاقتران المعطى ]2 y=‏ 
d d 220‏ 
قاعدة مشتقة الضرب 0) 2 ودس + ودس كك 0( 22 
قاعدتا مشتقة كثيرات الحدوده 1 
ومشتقة الاقتران اللوغاريتمي الطبيعو (0هل + )+( م = 


بالتبسيط #دصا+ 1 ح- 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


a) f(x) “د صا 4 ح‎ b) f) =Vx+1nx cC) كا در‎ 


مشتقة الاقتران اللوغاريتمي الطبيعيء وقاعدة السلسلة 


يمكن إيجاد مشتقة الاقتران: (8)30 1١‏ = (3)/) الناتج من تركيب الاقتران (8)3 والاقتران 
اللوغاريتمى الطبيعى» باستعمال قاعدة السلسلة كما فى النظرية الآنية: 


شتقة الاقتران: (6د)ع صا = (دار 


إذا كان: ()8 ها = (2)/ حيث (3) اقتران قابل للاشتقاق و 0 < (8)3, فإنَ: 


ار 


تعلَّمْتُ سابقًا قوانين الضرب والقسمة والقوّة للوغاريتمات. والآن سأتعلّم كيف أستعمل هذه 
القرانين لإيجاد مشتقة الاقتران: (د)ع ا - () 


مراجعة المفهوم قوانين اللوغاريتمات 


5 
3 


BDI LC CCD 
log, xy = log, x + log, قانون الضرب:‎ ٠ 


log, , = 108, x - 108, قانون القسمة:‎ ٠ 


هء قانون القوّة: log,x” = plog,x‏ 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


الطريقة 1: أستعمل قاعدة السلسلة. 
الاقتران المعط 


مشتقة (8)3 112» حيث: 1 = g(x)‏ 


بالتبسيط 


الطريقة 2: أستعمل قوانين اللوغاريتمات. 
أتذكّر 


25 تابف اقم لا 


الاقتران المعط 
قانون الضرب في اللوغاريتمات 


قاعدتا مشتقة الاقتران اللوغاريتمى الطبيعى» ومشتقة الثابت 


الطريقة 1: أستعمل قاعدة السلسلة. 
الاقتران المعط 
مشتقة (3)ع ٣ل‏ حيث: 8 = (×)ع 


بالتبسيط 


الطريقة 2: أستعمل قوانين اللوغاريتمات. 
الاقتران المعط 
قانون القوّة في اللوغاريتمات 


قاعدتا مشتقة مضاعفات الاقتران» ومشتقة الاقتران 


اللوغاريتمي الطبيعي 


)»5( صا )م © 


f(0) = In (دة)‎ 


f(0 = 


ص |91 بر ]يع 


f(x) صا ع‎ (5x) 


دما + ذم[ - 


f0 - +‏ 
(#) صاح مم © 


1n (°)‏ = وار 


f() = In )( 


= 31n (x) 


0= 


(2-2د3) صا- f‏ @ 


أفكّر 
ET‏ الاقتران المعطى (2 - 3( f(x) = 1n‏ 
هل يمكن حل الفرع 3 9 
ون ات ال ا ال مشتقة (۸)ع طلآء حيث: 2 - 3¥ = مداع = )x(‏ ل 
قوانين اللوغاريتمات؟ 
رر إجابتي . # أتحقق من فهمي 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


a) صاح ار‎ )8( b) f(x) - ص21‎ (x) ©) f(x) =1n (9x +2) 


| أتدرّب وال المسائل 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


@ / - 2# + 1 © (د)/‎ - @ / = ) + 3-9) 
© 0 - > © /)0 - 64" © /0 - حت‎ 
@ / = )# + 2()6 - 1( © =e )2x-° © OE 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


© / - دهاة‎ © f0 - دصاث‎ © = In x 


2 
X 


© =¥ n 4» © =n) © ı0 =n -1 


© ODD) ©9 f =n (^-5) O /)0- هكد‎ - e 


O /)0 - دما‎ @ f = (In3»)(ln 7») @ f = 1n (e - 2) 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى عند قيمة × المعطاة: 


4 - ع ,=9 © 86 


© فيروسات: يُمكن نمذجة انتشار الإنفلونزا في إحدى المدارس باستعمال 


الاق ان = )»يت 5) المد الكلى للطلبة المضابين بعد 


1+8 
يومًا من ملاحظة الإنفلونزا أوّل مَرّة فى المدرسة. أجد سرعة انتشار الإنفلونزا 


في المدرسة بعد 3 أيام. 


© ذاكرة: يُستعمّل الاقتران: 4 > > 1,0 1١٤+‏ = 7:)2 لقياس قدرة 
الأطفال على التذكر» حيث 7# مقياس من 1 إلى 7» و٤‏ عمر الطفل بالسنوات. 
اعد قل يدر قدرة ا شال على اف ا إلى عر ا 


@y 0 5‏ راك سي 
استعمل قاعدة السلسلة في إيجاد ”لكل مما ياتي: 


© -ن ,(1 + 2) ما - زر @ 


ج1212 


© أكتشف الخطأ: أكتشف الخطأ في الكل الآڻيء ثم أأصحححه: 


@ f) - “م‎ ' In )2- 1 


1+ -ي ,3 + 7ه - رز @ 


مشتقتا اقتران الجيب واقتران جيب التمام 


Sine and Cosine Functions Derivatives 


© فك6 ال[ ٠‏ إيجاد مشتقة اقتران الجيب. 


٠‏ إيجاد مشتقة اقتران جيب التمام. 


@ المصطلحات الاقتران المثلثى. 


مسألة اليوم يمكن نمذجة ضغط الدم لمريض في حالة الراحة باستعمال 
الاقتران: 27٤‏ 512 20 + 100 = (۲)1» حيث 8 ضغط الدم 
بالميمتر من الزئبقء و٤‏ الزمن بالثواني. أجد مُعدّل تغير ضغط 
دم المريض بالنسبة إلى الزمن .٤‏ 


dh‏ .موه وه اقتران ]| جیب» و o‏ .موه وه اقتران جيب التمام 
تعلّمْتٌ سابقًا أن الدسبة المثلثية هي نسبة يُقارّن بها بين طولي ضلعين في مثلث قائم الزاوية» 
ون التسيفين الاين اللتين اة أكدر برعا هما الحة وجيب التمام. 
أا الآقترآن المقلثي (10اءصدة 18000]11]) فهو قاعدة معطاة باستعمال السب 


مفقوم أساسي اقتران الجيب» واقتران جيب التمام 


إذا مثلت 6 فياس زاوية حادة في مثلث قائم الزاوية» 
فإِنَ اقتراني الجيب وجيب التمام يعرّفان بدلالة الوترء الضلع 00 
والضلع المقابل» والضلع المجاور كما يأتي: 1 
3 
٠‏ الجيب (81۸): sin 0= E‏ و 


۰ جیب التمام (ع2أومع): 


وكما هو الحال فى بقية الاقترانات» فاه يُمكِن إيجاد مشتقة اقتران الجيب ومشتقة اقتران جيب 
التمام باستعمال النظرية الآتية: 


شتقة اقتران الجيب» و شتقة اقتران جيب التمام 
© إدذاكان: ا ك ر فإن: × 05> — د 


1 > إذاكان: 0051 كك نال ان لسك‎ Û 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


60 f(x) =2sinx 
F(X) =2 SINK الاقتران المعطى‎ 
f(x) قاعدتا مشتقة اقتران الجيب» ومشتقة مضاعفات الاقتران 56 2 -ح‎ 
© f(x) =¥ + cosx 


الاقتران المعطى x + cos x‏ = رار 


قواعد مشتقة اقتران جيب التمام» ومشتقة اقتران القوة» ومشتقة المجموع f (%) - 2x - sin x‏ 


@ f) = د‎ +3 cosx 


الاقتران المعطى 16 005 3 + | ك( 


بإعادة كتابة الاقتران 3 X + 3 COS‏ مزه + = 


5 1 
İN X : 1 1 5‏ -2 و20 = = (2) ' 
التمام» ومشتقة مضاعفات الاقتران» ومشتقة المجموع 2 / ( 7 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 
a) f(x) =7 + sin x b) f(x) = 3x — cosx‏ 


cC) f(x) =3sinx +2 005 x 


أتذكر 
تظل العلاقة: 
cos” x + sin x =1‏ 


قياس الزاوية ×. 


e‏ تقتا الضرب والة II‏ 2 منتان اقتراني II‏ جیب وجيب التمام 


تعلق ا اباد E‏ للحم لاقتران E‏ 
القسمة لاقترانين يشملان اقتران الجيب» أو اقتران جيب التمام؛ 0 


ر جد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 
f(x) =x sin x‏ ® 
الاقتران المعطى f) =x sin x‏ 
قاعدة مشتقة الضرب (2) × صنو + ( ہنی كر - (%) f‏ 
dx dx‏ 
قاعدتا مشتقة اقتران الجيب» ومشتقة اقتران القرّة xX COS X + 2x sin x‏ = 
1+sinx‏ _ 
کت( © 
الاقتران المعطى صو ے )| 
COS X‏ 
d : 1 d‏ 
4 +1( - +1 ^ 
F0) = (cos xX) 2 sin x) — (1 + sin xX) 2 (cos xX) ETT‏ 
(cos 3‏ 


قواعد مشتقة اقتران الجيب» 


- (cos xX) (cos xX) — (1 + sin x) (—sin xX) ومشتقة اقتران جيب التما»‎ 


ومشتقة المجموع 


(cos “0د‎ 


cos” x + sin x + sin x 
> باستعمال خاصية التوزيع‎ 


(cos 9 
لے‎ cos” x + sin x =1 
COS 1 
: حد مشتقة ة كل اقتران مما يأ‎ 
a) f(x) = e” 005 1 b) f(x) = X + COSX 


sin Xx 


مشتقتا اقتران الجيب واقتران جيب التمام» وقاعدة السلسلة 
يُمكن إيجاد مشتقة اقترانات ناتجة من تر كيب اقترانين؛ أحدهما اقتران الجيب» أو اقتران جيب 
التمام» باستعمال قاعدة السلسلة كما في النظرية الآتية: 


مشتقتا اقتران الجيب واقتران جيب التمام» وقاعدة السلسلة 


4 


إذا كان (») ع اقترانًا قابا للاشتقاق» فإن: 
dr.‏ 

(sin (0)ع) 95 = ((0)ع)‎ x 8() 

d 8 

7 (cos 8)((( = - sİn (3)ع‎ X 8/)3( 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى: 
تدم - )م © 


f(x) = sin 4x الاقتران المعطى‎ 

f'(%) = (sin 4x) = cos 4x x 4 1 = 4× مشتقة 1 811» حيث:‎ 
xX 

= 4 205 4X بالتبسيط‎ 


@ f(x) = cox 


بإعادة كتابة الاقتران المعطى f(x) = cos x = (cos xX)‏ 
قاعدة سلسلة القوَّة f(%) =3 (cos %) x (cos x)‏ 
باشتقاق × 05© x xX )- Sin x)‏ ومح 3 = 
أتعلّم بإعادة الترتيب Xx SiN x‏ 0057 3 = 
أ 00 0 حم د f0)‏ © 
استعولت أكثر من مرة 
000010 الاقتران المعطى Ff) Se‏ 
من الال مشفقة “6+ حف :23 511 = ا e * x (sin 2x)‏ = )%( ار 
مشتقة 1 [8» حيث: 21 = 1 2 ومح ٭ م = 


بإعادة الترتيب 2 ومع 20902 = 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


a) f(x) = cos 5x b) f(x) =Vsin x c) f(x) = In (cos 3x) 


© مثال 4 : من الحياة 
فاو ل 5 a‏ 
عجلة دوّارة: يُمثل الاقتران: 90 + h(f) = 5 sin >6 )٤)-10(‏ 
الارتفاع (بالأقدام) لشخص يركب في عجلة دوّارة» حيث ٤‏ الزمن 
بالثواني. أجد مُعدَّل تغيّر ارتفاع الشخص بالنسبة إلى الزمن .٤‏ 


مُعدّل تغير ارتفاع الشخص بالنسبة إلى الزمن ٤‏ هو (۸')8: 


h(t) = 5 sin 2 (f-10) + 0 الاقتران المعطى‎ 

Se 5 1‏ 5 ء ا لد -- 1 7 - / 

أنذگر مشتقة 1 »51٩‏ حيث: )٤-10(‏ م2 = لآ (f-10)‏ م2 h' (f) = 5 COS‏ 
يشير الرمز .2.52 6 إلى بإعادة كتابة المشتقة (0-10) 2 cos‏ دل 
الع ال د ماخ 
0 دكن شك ا 2 0 59 من فه و 
م6 ا ا ا 7 5 5 8 

ميناء: يُمثل الاقتران: ٤‏ 2 2ذو 4 + 10 = ()[ ارتفاع الماء (بالأقدام) عند رصيف أحد 

الا م 6 


الموانئ بعد٤‏ ساعة تلي الساعة 3.١.‏ 6. أجد مُعدّل تغيّر ارتفاع الماء عند الرصيف بالنسبة 
إلى الزمن٤.‏ 


!| أتدرّب وال المسائل 
أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى: 


© /() = 2 cos x + sin x © f) =5 + cosx © f) = sinx - cos x 


© f = xsinx © f = sin x cos x O f) = © sinz 


X 


@ = © f) = sin (+1) @ f) = In (sin x») 


00 (×)ګ‎ = cos )52-2( 0 f(x) = sin 3x + cos 6x © تار‎ = cos —-3x—4) 
@ /() = ê sin 10x © /) = د هلك ومه)‎ 69 /)0 = / + 1sin 
© f(x) = 4 sin x © f(x) = cof 2x cos x © f(%) =5 sin Vx 

© f(x) = (cos 2x— sin x) © f(x) = sin Vx + sin 2x @ 02 ا‎ 


© غزلان: يُمثْل الاقتران: 0.41 هذه 400 + 1500 = )2 عدد الغزلان في إحدى الغابات 
بعد س من تلد كراش لا عد الان علا جد ال د عدا لان فى الغابة 
اا 


© نهار: يمين إيجاد عدد ساعات النهار ٨1‏ في أي يوم من العام في إحدى المدن باستعمال الاقتران: 


((80-) مك ذه 2.4 + 12 = (1)1. أجد مُعدّل تغير عدد ساعات النهار بالنسبة إلى الزمن ٤‏ في هذه المدينة. 


fo‏ مهارات التفكير العليا سط 
و لے 


d E :‏ 
© تبرير: إذا كان: 30 08 si‏ - )ا = بن فاثبت أن × “هذه = سک مرا إجابتي. 


.f(%) = e sin x cos x فد أجد مشتقة الاقتران:‎ © 


© أكتشف الخطأ: أكتشف الخطأ في الح الآني, ثم أأصحّحه: 


=sin (Û) X‏ سر 


sin 6‏ وار 


اختبار نهاية الوحدة 


أختار رمز الإجابة الصحيحة في كل مما يأني: 


4 إذاكان: (26-1()2+1) = وي فإِنَّ (1-) 'رهي: : 


c) 4 0( -4‏ 3- (ط 


2 إذاكان: uv‏ = مز وكان: 


فان (1)'/[تساوي: 


c) 1 d) 4 


3 إذا انك کک( فان ()'رهى: 
X‏ 3 


مكنع رم +1 a)‏ 
x 1‏ 
مدن رق +1 : 
X 1‏ 3 
dy <“‏ 
4 إذا كان: 4٤‏ زو = ب فان س هي: 
a) cos4f b) - cos4t‏ : 
e) 4cos4f d) —-4cos4f‏ : 
1 46 
5 إذاكان: = (×)ڳ فان (0)'رهي: 
1 2 
سلب يريا : 
(x—-1) )x-1(‏ 
1 5 
d) - .:‏ 1 - (€ : 
(1-( (8-1) : 


© إذا کان: × ومع × = (:)/» فاد (:)”/ هى: 
b) 05 + xsin x‏ 


d) sin x 


: a( -4 b) -1 


8 


` a) ومح‎ 2- xsin x 


: ©( SiNnX— XCOSX 


: إذا كان: :3 صزة = (د)ين فن (%) هي‎ © 
a) 4sin 3x cos3x b) 12 sin 3x cos 1 


c) 12sin 32*05 32 d) 2 cos 3x 


: إذا کان (۸) و (×)ع اقترانين قابلين للاشتقاق عندما 2 = » 


وکان: 2 = (8/)2 ,1 = (2)ع ,4- =(2)' 3,۴ = (2) 
v)1( = -1,v)1( =1‏ ,3= (1)'ه ,2 ع (1)لل ١‏ ,د e,‏ 
: فاجد كلا مما ياتي: 


8 )8(' )2( 
0 (3f - 418()2( 


9 8 


| أنهار: يُمثشل الاقتران: "0.120 = (۸)۴ ارتفاع نهر 
: (بالسنتيمتر) فوق مستواه الطبيعى» حيث ٤‏ الزمن بالساعات 
ا مطل المطر: 


@ اد نحل ر ارتفاع النهر بالنسبة إلى الزمن . 
2 أجد مُعدَّل تغيّر ارتفاع النهر بعد 3 ساعات من بء 


مَطْل المطر. 


| أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى عند قيمة × المعطاة: 


1= , كج = 00 13 

@ ودار‎ = ) + 2): +x (,X ح‎ 4 
0 f) =e +e ™*,x=1 

00 f) =e” ع مرب قر‎ 0 
®0 =¥ )8x-1 ,x×=1 


18 f(x) = (x+3) © ,x=2 


19 f) =3lnx+ 2, x =e 


اختبار نهاية الوحدة 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


f) =¥ 2x +7 


” (6- 8( = وال 
2x‏ َ 00 
لي = f‏ 


(4 - 322) *(8 - ×2) = تار 
(7- 4% + 3%( = ودار 


(2x + 6‏ دح ودار 


f0) = (e+e) 
f) = 2x e7 


f(x) = 51n (5× - 4( 
f(x) =1Ine" 

f) ساح‎ (3% + 2% -1( 
f(x) = x sin 3x 


f(x) = “وم‎ x + sin x 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


30 


31 


32 


33 


4t +80 : 


*05لا. - (/ © 


X 


38 ١ f(x) = sin (5x) In (cos xX) 


55) وار‎ = In ) 


1 
5 


40١ f(x) = أ‎ sin 2x 


: بکتيريا: بُمثل الاقتران: N( = le)‏ 


: عدد الخلايا البكتيرية بعد ٤‏ يومًا في مجتمع بكتيري: 


4 جد معدل تر بالسبة إلى الزن #. 


2 


@ أجد معدل تغير ١‏ بالنسبة إلى الزمن ٤‏ عندما 1 -4. 


: غزلان: يُمثّل عدد الغزلان في غابة بالاقتران: 


2000 


= #)ط حيث ٤‏ الزمن بالأشهر منذ الآن: 


2 جد ال نت عدو الك اا اا بالسنية إلى 
الزمن 1. 
4 أجد معدل تير عدد الغزلان فى الغابة عندما 10 = ا» 


وء ا 


: كان تمثل غدد سكان بلدة صغيرة بالاقتران: 


700 


: = وو)ص حیث٤‏ الزمن بالسنوات؛ وم عدد السگان 


f +1 


: بالآلاف: 


5 أجدم ا عدد السكان في البلدة بالنسة | 
دم فى 8 0 ٠‏ اع 


46 اعد تعد لط هده السكان فى البلدة عندما 3 = » 


وء ع 


Applications of Differentiation 


® 


| 
ما أهمية هذه ظ 017 
الوحدة؟ 7 لل 
ل 1 
6 ل بعض الاقترانات في إيجاد :0 1 9" ب 
محدلات ا 


a Nk 5 ل‎ 2 ١ ا‎ 0 9 0 Fl بال به إل‎ e 
والتكاثر: والتغيّر في درجات الحرارة. سأتعلّم في هذه ك / ظ‎ 


الوحدة كيف أستعمل طرائق اشتقاق بعض الاقترانات 

لتحديد القيمة العظمى والقيمة الصغرى في كثير من 
المواقف الحياتية والعلمية» مشل: تحديد أكبر Ewf‏ 
ربح» وأقل تكلفة. ظ 


nN ألم‎ F 
ا(‎ 2 iî | لا‎ ١ 
||| | 3 2 1 | 0 5 
E" Û "4ے‎ 0 
لما‎ 


تلفكت اا سأتعلّم فى هذه الوحدة: 


إيجاد مشتقات اقترانات مُختلفة. | > Se‏ لم لا ان ا اك 3 
إيجاد مشتقة ضرب اقترانين» ومشتقة إيجاد ميل العمودي على المماس لمنحنى 1 
قسمة اقترانين. ١‏ الاقتران عند نقطة ما. 1 


E اكه‎ rge N 1 MM ا‎ 

1 E, NT 
كلتل !م |[ إيجاد مشتقات العلاقات الضمنية.‎ WR MES 
لم‎ aaa 111] وتطبيقات حياتية يمكن نمذجتها‎ 
ا إنات كد ات دود القصوى. از‎ 


jÎÎ‏ ا 


د الأ N‏ اسر 


اس کل تدويبات ( ا لدراسة الوحدة)ء في الصفحتين (19) و (20) من كتاب 
التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البذء بدراسة الوحدة. 


09 فكرة الدرس 
© المصطلحات 


مسألة اليوم 


المماس والعمودي على المماس 
The Tangent and Normal‏ 


إيجاد ميل المماس لمتحتى الاقتران عند نقطة ها: 


ه٠‏ إيجاد ميل العمودي على المماس لمنحنى الاقتران عند نقطة ما. 


المماس» العمودي على المماس. 
يُبيّن الشكل المجاور منحنى الاقتران: 0 < × , + ح (:3)/: 


1 أجد ميل منحنى الاقتران (30)/ عند النقطة (1 ,1). 


2) أجد ميل المستقيم 1. 


1 3 ماالعلاقة بين ميل منحنى الاقتران (3)/ عند النقطة (1 ,1) وميل المستقيم 1؟ 


أتعلّم 

قد 0 المماس منحنى 
الاقتران أو يقطعه عند 
TT‏ 


أتذكّر 
ل ای 
ميله 7 والمارٌ بالنقطة 
(, 7 ) هي: 
.J-¥, = MN)‏ 


معادلة مماس منحنى الاقتران 


لال دعوصه:) منحنى الاقتران عند نقطة ما هو مستقيم یمس منحنى الاقتران عند هذه 
الط كما فى الل الكت جت تمكل الس ااال هني ةة 0 رهد 
النقطة . 


ليس مماسا عند النقطة ۲ : مماس عند النقطة ”1 :ع 


تعليت ايشا أن شتقة الاقتران عند نقطة واقعة على منحناه هى ميل المنحنى عند هذه النقطة. 
ومن تم يمك استعمال المشتقة لإيجاد معادلة مماس منحنى الاقتران عند النقطة نفسها. 


, و 5 و فون ق ق 
مفهوم أسا َ معادلة عماس منحنى الاقتران 


إذا كان (:)/ قابا للاشتقاق عندما » = فان معادلة مماس منحنى الاقتران (6:)/ عند 
نقطة التماس (()/,4) هي : 
y-f(a) = f’ (a)(x—a)‏ 


أجد معادلة المماس لمنحنى الاقتران: 2 + ×3 + ”× = (×) عند النقطة (12 ,2). 


الخطوة 1: أجد ميل المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة المعطاة. 


أجد (2)']: 
الاقتران المعطى 3+2 + ¥= f)‏ 
بإيجاد المشتقة 2+3 -ح f(x)‏ 
بتعويض 2 = × 3+ (2)2 -(2)/ 
بالتبسيط 7- 


إذن ميل الاس لمنيحنى الاقتران عند النقطة (2,12) هر: 7ك (2) ر 


الخطوة 2: أجد معادلة المماس. 


معادلة مماس منحنى الاقتران y ¬ f(a) = f'(a)(x — a)‏ 
قى 7= 27 17 207 ( 7-2 = 12 y=‏ 
بالتبسيط 0 


¥ 
i‏ الدعم البياني 
* 
بين التمثيل البياني المجاور منحنى 


اتراك 5 0 يرك f)‏ 
ومماس المنحنى عند النقطة (12 ,2). 


أجد معادلة المماس لمنحنى الاقتران: 1- ×2 + 32 - × = (×) عند النقطة (5 ,3). 


ألاحظ من المثال السابق أن إيجاد معادلة المماس لمنحنى أي اقتران يتطلّب وجود إحدائبي 
نقطة التماس. أمّا إذا كان الإحداثى د فقط معلومًا لنقطة التماسء فإنّه يتعيّن إيجاد الإحدائى ر 
لإيجاد معادلة المماس. 


أجد معادلة المماس لمنحنى الاقتران: 
4 


الخطوة 1: أجد ميل المماس لمنحنى الاقتران عند قيمة × المعطاة. 


8 


¥ + 


.5 = -2 عندما‎ f )×( = 


أجد (2-)//: 
الاقتران المعظى 00 -320)/ 
TT‏ گل = ون 
ع 4+ ( 
(2-)16- / 
ET‏ دس هت 25 2 
بتعويض 2- = + TE IT‏ انا 
1 32 _ 
بالتبسيط 39 eM‏ 


ذش ميل السماس لمق الاقران عدا وت = هو 2 = 00 


الخطوة 2: أجد الإحداثي ر لنقطة التماس. 


الاقتران المعطى 0 = )ل 
xX + 4‏ 
8 
ی لدت کے( 
بتعويض J ry x‏ 
فاك قات 
بالتبسيط 8 
إذن» الإحداثى ر لنقطة التماس هو: 1 = (2-)/. 
الخطوة 3: أجد معادلة المماس. 
معادلة مماس منحنى الاقتران f(a) = f'(a)(x — a)‏ - بر 
1 
بتعويض 1 = (2-) f)2( = 1, f'‏ ,2- = 4 20 ا y-1=‏ 
بالتبسيط 2 + دح در 
أجد معادلة المماس لمنحنى الاقتران: 2-4 = () f‏ عندما 1 = . 


3 


إيجاد نقطة التماس إذا عُلم ميل المماس 


تعلَّمتُ في المثالين السابقين إيجاد معادلة المماس لمتحنى الاقتران إذا علمت نقطة التماس» 
أو عَم الإحداثي × منها. والآن سأتعلّم كيف أجد نقطة التماس إذا عم ميل المماس. 


أجد إحداثيى النقطة الواقعة على منحنى الاقتران: ×= (×) f‏ التى يكون عندها ميل 
1 
المماس ر . 


الخطوة 1: أجد الإحداثي × لنقطة التماس. 


الاقتران المعطى ةكت رار 
اجا 0 = 00 ل 
في چ E‏ 
بتعويض _ = (×) "ل 8 E‏ 
بالضرب التبادلي 2= 2۷x‏ 
بقسمة طرفي المعادلة على 2 1= Vx‏ 
بتربيع طرفي المعادلة 1-1 
الخطوة 2: أجد الإحداثي ر لنقطة التماس. 
أجد (1)/: 
اوا ديت f‏ 
الخد ف f(1) =I‏ 
Vx) = Vx Vx =x‏ 
بالتسبط 1= 
ASO‏ داق 


| إذن» نقطة التماس هي: (1 ,1). 


أتذكّر 
ملا لاق 


هو 0 


عندها المماس أفقيًا. 


الاقتران المعطى 

بإيجاد المشتقة 

بتعويض 0 = (×) "1 
بإخراج ×3- عاملا مشتركًا 
خاصية الضرب الصفري 
نكل كل مسا 2 


أجد (0) و (4)/: 
الاقتران المعطى 
بتعويض 0 = × 


بتعويض 4 = × 


¥ 
0 الدعم البياني 

#2 
وال لتمثيل البياني المجاور لمنحنيٍ 
الاقتران (3)/ وجود مماسين أفقيين 


عندما 0 = ×» و 4 = ×. 


1 
ميل المماس 2 - 


الخطوة 1: أجد الإحداثي × لنقطة (نقاط) التماس. 


الخطوة 2: أجد الإحداثي /[ لنقطتي التماس. 


أجد إحداثيي النقطة (النقاط) الواقعة على منحنى الاقتران: 6# + #- = (±) التي يكون 


6 + ب = نال 
12% + 3- = (٭) f‏ 


-3% +12 =0 


6 + ب = تار 


/)0( = -)0(* + 6)0( =0 
f)4( = -)4(* + 6)4( - 2 


إذن» إحداثيا نقطتى التماس هما: (0 ,0)؛ و (32 ,4). 


) أجد إحدائبي النقطة الواقعة على منحنى الاقتران: ¥ -1 = (×) ۴ التي يكون عندها 


) أجد إحداثيى النقطة (النقاط ) الو اقعة على منحنى الاقتران: 3-2 + أ = (×) ي 
التي يكون عندها المماس أفقيًا. 


أتذكّر 
TY‏ 
اا 
حاصل ضرب ميليهما هو 
TT‏ 
يساوي سالب مقلوب 
ميل الآخر. 


أتذكّر 
لإيجاد معادلة مستقيم 
ماء لزم إيجاد ميل هذا 
ا لمستقيم» ونقطة تقع 


عليه. 


معادلة العمودي على المماس 


مماس العمودي على المماس 
العمودي على المماس norm‏ عط)) عند نقطة 
ال 
التماس هو مستقيم يصنع زاوية قائمة مع مماس 
منحنى الاقتران عند هذه النقطة. 
عقوم اسای معادلة العمودي على المماس 


إذا كان )قابا للاشتقاق عندما 4 = > وكان: 0 (4) "ثم فإِنَّ معادلة العمودي على 
المماس لمنحنى الاقتران (3)/ عند نقطة (a, f(a))‏ 0 
a)‏ ا = f)a(‏ - 


أجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى الاقتران: ٠‏ = (3)/ عند النقطة (1 ,0). 
الخطوة 1: أجد ميل العمودي على المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة المعطاة. 


الاقتران المعطى "مك وار 
بإيجاه المشتقة EL‏ 
بتعويض 0 = × POE‏ 
بالتبسيط 3 


إذن» ميل المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة (1 ,0) هو: 3= (0) ۴ . ومن نَم فان ميل 


۰ 1 أ 8 1 1 
الا ق و ال و 
الخطوة 2: أجد معادلة العمودي على المماس. 
معادلة العمودي على مماس منحنى الاقتران a)‏ و a‏ ¬ = (ھ)f‏ - ر 
بتعويض + - کڪ - = a= 0, f)0(‏ (0-) 2- -1 در 
بالتبسيط 1+ در 


أجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى الاقتران: 12 = ()/عند النقطة (0 ,1). 


!| أتدرب وأَحُْل المسائل 


أجد معادلة المماس لمنحنى كل اقتران مما 0 عند النقطة المعطاة: 
(1,0) ,(1- )=0 @ بل , قح - ور @ )1-.2 ,3 جعه- 2= 0)/ © 
e), (0,1)‏ +) صا - 0)/ © «0,1),# ++ - )/ 9© (5- ,4-) ,ل +ع - 0 © 

أجد معادلة المماس لمنحنى كل اقتران مما يأتي عند قيمة × المعطاة: 
=۷x-7,x=6 © /0 = )*- 1 € ,x=1‏ )1 © 
O /0) = (n , =e‏ =0 


أجد معادلة العمودي على لام اقتران ممّا يأتي عند النقطة المعطاة: 
(3x + 10(* , )-3,1( @ N= e‏ = 0)/ @ 


بين الشكل المجاور منحنى الاقتران: (5 + ×) هآ = (×): 


© أجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى الاقتران (:3)/ عند 


© أجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى الاقتران (30)/ عند 
إذا كان: ' 4e"‏ = (×) فأجد كلا مما يأني: 

© معادلة المماس لمنحنى الاقتران () عند نقطة تقاطعه مع المستقيم: 1- = ×. 
© معادلة العمودي على المماس لمنحنى الاقتران (0:)/ عند نقطة تقاطعه مع المحور /. 


© أجدإحداثيي النقطة الواقعة على منحنى الاقتران: 12- × - # = (×) التي يكون عندها ميل المماس 3 ثم 
أكتب معادلة هذا المماس. 


© أجد إحداثيي النقطة (النقاط) الواقعة على منحنى الاقنران: 4 - 4# - ”مح (3)/ التي يكون عندها المماس 


أفقيًا. 


© أجد إحداثبي النقطة (النقاط) الواقعة على منحنى الاقتران: = () التي يكون عندها المماس أفقيًا. 


© أجد إحدائبي النقطة الواقعة على منحنى الاقتران: 12 + ×49 - 5 = (:)/ي التي يكون عندها ميل المماس 1. 


يُبيّن الشكل المجاور منحنى الاقتران: مد - ×6 = ل: 
© أجد معادلة المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة 2. 


© أجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى الاقتران عند 
النقطة ۲. 


ميرت تعر لماعل 


تبرير: إذا كان: “مد - 6 = () فأجد كلا مما يأني: 

© معادلة المماس لمنحنى الاقتران (3)/ عند كل من النقطة (5 ,1-) والنقطة (5 ,1)» مُبرّرًا إجابتي. 
© نقطة تقاطع المماسين من الفرع السابقء مُبرّرَا إجابتي. 

تحد: إذا كان: ×/ = (3)/ فأجيب عن السؤالين الآنيين تباعًا: 

© أجد معادلة المماس لمحي الاقتران عند النقظة (1,1): 


© أجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة (1 ,1). 


68 تبرير: أجد إحداثبي النقطة الواقعة على منحنى الاقتران: 1 - ۷= () التي يكون عندها مماس منحنى 
الاقتران موازيًا للمستقيم: 1- ×2 = /ز. 


1 ° هه الثانية: والسرعة 1 5 : 5 1 وال ارع 


The Second Derivative, Velocity, and 
Acceleration 


© فكزة الةرسشن ٠‏ إيجاد المشتقة الثانية لاقتران. 
ظ * إيجاد السرعة المتجهة والتسارع لجسم يتحرّك في مسار مستقيم. 
@ المصطلحات المشتقة الثانية» الموقع» السرعة المتجهة» التسارع. 
مسألة اليوم يمكن نمذجة موقع درّاجة نارية تتحرّك في مسار مستقيم 
۰ باستعمال الاقتران: +15 + ثم . = 5)9 حيث ٤‏ الزمن بالثواني» 
و5 الموقع بالأمتار. أجد الزمن ٤‏ الذي تكون فيه السرعة المتجهة 


للدرّاجة 12/5 15. 
ooo o Il‏ وه الثانية 
تات اا أن اقنران) لمشتقة هو اقتران جديد» وهذا يعني أنه مکننو اشتقاقه. 
رموز رياضية oT ١‏ ل 2 
ل طق على الاقسران الاج من اناق الافسران رين اسم 801050 
3 رو 5 7 3 و 0 
second derivative) dy‏ eطth)».‏ أو اقتران المشتقة الثانية» ويرمّز إليه بالرمز (3)”ر. فمثلاء إذا 
e 7‏ كان: × = دل فإن مشتقة الاقتران (30)رهى: 4 = (×) ل والمشتقة الثانية للاقتران (30)/ 

لل“ ار عن | 3 5 7 6 
الثانية. هي: 1237 =( 


أجد المشتقة الثانية لكل اقتران مما يأتى: 
sin‏ + ب = )1€ ® 
الاقتران المعطى Sin x‏ + ر - = ودار 


المتقفقة الا ورلن COS x‏ + 2 - ثيرو = f(x)‏ 


f”(%) = 20% - 6 - sin x المشتقة الثانية‎ 


أتعلّم 
من أمثلة الحركة في مسار 
مستقيم: حركة سيارة 
على طول جزء مستقيم 
من الطريق» وسقوط كرة 
من سطح مبنی» وتذبذب 


معان ررك ني 


مسار مستقيم. 


*م + دماح f‏ © 


الاقتران المعطى +e”‏ 2 مصاع تال 
xX ۶ 5‏ 1 7 

المشتقة الأولى +e‏ - 00 ل 

المشتقة الثانية +e”‏ 3 حت رو 


أجد المشتقة الثانية لكل اقتران مما يأتي: 


ك = وار (م و6 عد = ثرت زور a‏ 
ل 


السرعة والتسارع» الحركة على خط مستقيم 


من موقع ابتدائى» و اتجاه حركته يكون موجيًا أو سالباء ران 8 (position)‏ الجسم 
بالنسبة إلى نقطة الأصل يُمثل اقترانًا بالنسبة إلى الزمن ۴ء ويُرمَر إليه بالرمز (5)4. 


يُطلّق على مُعدّل تغير اقتران الموقع (7) بالنسبة إلى الزمن اسم 07٤200]‏ 1000 
للجسم» ويُرِمَز إليه بالرمز ()2. وقد سمي بهذا الاسم لأنه يستعمّل لتحديد اتجاه حركة 
الجسم. 

فإذاكانت قيمة 0 < )0 فإ الجسم يتحرّك في الاتجاه الموجب. وإذا كانت قيمة 
0 > 7)9 فان الجسم يتحرّك في الاتجاه السالب. وإذا كانت 0 = 0)4؛ فإنَّ الجسم يكون 


في حالة سكون. 


يطل على ال السرعة المتجهة بالنسبة إلى الزمن اسم التسارع «(acceleration)‏ 


ويَرمّز إليه بالرمز (8)©. 


يُمثّل الاقتران: 0 <4 ,54 + 4 - *4 = (5)4 موقع جسم يتحرّك في مسار مستقيم؛ حيث 5 
الموقع بالأمتارء و الزمن بالثواني: 
ما سرعة الجسم المتجهة عندما 2 -/؟ 


اقتران السرعة المتجهة 8+5 — ]3 - ق)'و = v(t)‏ 
سو 2ت 5+ (8)2 - ”(3)2 = (2)ن 
بالتبسيط ك 


إذن» سرعة الجسم المتجهة عندما 2 = ٤‏ هي: 12/5 1 


في أي اتجا يتحرّك الجسم عندما 2 =۶؟ 
عندما 2 = 1. 


أجد مشتقة اقتران السرعة المتجهةء ثم أعوّض 2 = + في المشتقة: 


اقتران التسارع 66-8 = )"5 = a(f) = «' )1١(‏ 
عش د 8 - (6)2 = )4)2 
بالتبسيط 4> 


إذن» تسارع الجسم عندما 2 -/ هو 415/5 
أجد قَيّم ٤‏ التي يكون عندها الجسم في حالة سكون لحظي. 
يكون الجسم في حالة سكون لحظي إذا كانت سرعته المتجهة 0؛ أي عندما 0 = (4)ا: 


31 - 81+5 - 0 ا‎ E Las 
بتحليل العبارة التربيعية 0 -(1-غ)(5-غ3)‎ 
3-5-0 Or -1=0 خاصية الضرب الصفري‎ 
= or t=1 بغ كل ما‎ 


55 : : : 5 5 
| إذن» يكون الجسم في حالة سكون لحظي عندما 1 = »و ج = . 


يُمثل الاقتران: 0 < 4 , *4 - 31 = (5)4 موقع جسم يتحرّك في مسار مستقيم؛ حيث 5 
الموقع بالأمتارء وا الزمن بالثواني: 

) ما سرعة الجسم المتجهة عندما 3 = ؟ 

) في آي اتجاه يتحرّك الجسم عندما 3 = ؟ 

(c‏ ما تسارع الجسم عندما 3 =؟ 

8) أجد قَيّم ٤‏ التي يكون عندها الجسم في حالة سكون لحظي. 


توجد تطبيقات حياتية عديدة للسرعة المتجهة والتسارع» ويمكن استعمال هذه التطبيقات 
لتحليل حركة الأجسام. 
© مثال 3 : من الحياة 
أسد جبال: يُمكن نمذجة موقع أسد جبال يطارد فريسته على أرض مستوية 
مُتحرٌكّا في خط مستقيم باستعمال الاقتران: 634 + 151 - *1 = (4)ى 
حيث ٤‏ الزمن بالثواني» و5 الموقع بالأمتار: 


ما سرعة أسد الجبال المتجهة بعد 4 ثوان من بَذُء حر كته؟ 


معلومة 
أسد الجبال حيوان من 
فصيلة السنوريات» وهو 
قريب جيئيًا من القطط 


۶ ع 
أجد مشتقة اقتران الموقع» ثم أعوض 4 = ا في المشتقة: 


الأهلية مقارنة بالأسود. 
اقرا ة السرعة المتجة 3 +30 - 31 = )1( u(1) = s'‏ 
ريش ضع 3 + (30)4 - ”)3)4 = (4)ن 
بالتبسيط وتات 


إذن» سرعة أسد الجبال المتجهة بعد 4 ثُوانٍ من بَدَّء حر کته هى: 120/5 9- 
ما تسارع أسد الجبال بعد 4 ثوان من بَذّء حر كته؟ 


5 م‎ ٤ 
في المشتقة:‎ ٤ = 4 أجد مشتقة اقتران السرعة المتجهة, ثم أعرّض‎ 


a(t) = v' (f) = s” (f) = 6t — 0 اقتران التسارع‎ 
4)4) = 6)4( - 0 =4 قيض‎ 
بالتبسيط حت‎ 


| إذن» تسارع أسد الجبال بعد 4 ثوانِ من بَدْء حركته هو: “22/8 6 - 


أجد قَيّم 4 التي يكون عندها أسد الجبال في حالة سكون لحظي. 
يكون أسد الجبال فى حالة سكون لحظى إذا كانت سرعته المتجهة 0؛ أي عندما 0 = (4)ا: 


ا ق ا ف البسدية ا 0= 63 + 30 — 3f‏ 
بقسمة طرفي المعادلة على 3 0= 2= F‏ 
بتحليل العبارة التربيعية 0= )7 (t—-3)(t—‏ 
خاصية الضرب الصفري 0= 1-7 or‏ 0= 1-3 
يكل عل و 1-7 OF‏ 3= 


إذن» يكون أسد الجبال فى حالة سكون لحظى عندما 3 = »و 7 =ا. 

فهد: يُمكِن نمذجة موقع فهد يطارد فريسته على أرض مستوية مُتحرّكًا في خط مستقيم 
باستعمال الاقتران: 94 + 6 - 1 = (1)ء. حيث ٤‏ الزمن بالثواني» و5 الموقع بالأمتار: 

1) ما سرعة الفهد المتجهة بعد 3 ثُوانٍ من بَدَء حركته؟ 

) ما تسارع الفهد بعد 3 ثُوانٍ من بَذّء حركته؟ 


©) أجد قِيّم ٤‏ التي يكون عندها الفهد في حالة سكون لحظي. 


!| أتدرّب وأَحُلُ المسائل 
أجد المشتقة الثانية لكل اقتران مما يأني: 


© حيروم 2= +x © f(x)‏ 2# = ودار © 5 + ثيه - رق = دار 0 


©9 f -4 تمه - دما‎ ©9 /)0-)2+6“ © /)0 =x Inx 
© وا/‎ - © f) = sinz 0/0 - 2“ 
© 0 - 2-2 ©0 0 =x @ 0 - 2 - نم - شر جيه‎ 


أجد المشتقة الثانية لكل اقتران مما يأنى عند قيمة × المعطاة: 


© ı0 - تع‎ - 3+ 2, x= 2 © = 3ط‎ 


2x 


© إذاكان: 4- × + #دم3 - دم = (د)ي وكانت: 1- = (2) ”م فأجد قيمة الثابت . 


يُمثل الاقتران: 0 < ٤‏ , 201 - 45 = (5)4 موقع جسم يتحرّك على خط مستقيم» حيث ؟ الموقع بالأمتارء و الزمن 


بالثواني: 
© ما سرعة الجسم المتجهة عندما 3 = ؟ © في أي اتجاه يتحرّك الجسم عندما 3 =؟ 
© ما تسارع الجسم عندما 3 = ؟ © أجد قَيَّم ٤‏ التي يكون عندها الجسم في حالة سكون لحظي. 


8 قتران: 3# = 5 ”1ض و 4 3 ۹ 200 
يُمثل الاقتران: 0 < 4 , -- ح- = (5)4 موقع جسم يتحرّك في مسار مستقيم» حيث ك الموقع بالأمتار» و٤‏ الزمن بالثواني: 
© ما سرعة الجسم المتجهة عندما 4 = ۶؟ © في أي اتجاه يتحرّك الجسم عندما 4 -/؟ 
© ما تسارع الجسم عندما 4 = ؟ 
لوح تزلج: يتحرّك رامي في مسار مستقيم على لوح تزلج. بحيث يُمكن 
نمذجة موقعه باستعمال الاقتران: 12 + 81 - 2 = (5)4. حيث ٤]‏ الزمن 
بالثواني» و5 الموقع بالأمتار: 
© ما سرعة رامي المتجهة بعد 6 ثُوانٍ من بء حركته؟ 
© ما تسارع رامي بعد 6 ثوانِ من بَدْء حركته؟ 


© أجد قَيَّم ٤‏ التي يكون عندها رامي في حالة سكون لحظي. 


ج122 


dy 5+ 33 ع>‎ ¢. dy x 
= کت افو :اذا كانة - فاثىت ان‎ 
dê GOY 2 a GO © 


© فك إذامطل EON‏ :12-9 ثم = )5 موقع جسم يتحرّك في مسار مستقيم» حيث 5 الموقع 
بالأمتار» وا الزمن بالثواني» فما سرعة الجسم عندما يكون تسارعه صفرًا؟ 


© تحدٌ: إذا مثّل الاقتران: 0 ٤<‏ ,10 - 24 - 2 = 5)2 موقع جسم يتحرَّك في مسار مستقيم» حيث 5 الموقع 
بالأمتار» وا الزمن بالثواني» فما تسارع الجسم عندما تكون سرعته صفرًا؟ 


تطبيقات القيم العصوى 


Optimization Problems 


© فك 0(6 ٠‏ تصنيف القِيّم الحرجة باستعمال اختبار المشتقة الثانية. 


٠‏ حل مسائل حياتية تتضمّن إيجاد القيّم القصوى. 


@ المصطلحات اختبار المشتقة الثانية» اقتران التكلفة» التكلفة الحدّية» اقتران الإيراد» الإيراد الحدّيء اقتران الربح» 


الربح الحذّي. 
مسألة اليوم أرادت إسراء تصميم حوض أسماك زجاجى مفتوح من 
الأعلى» بحيث تكون سعته 1 0.2. وأبعادہ كما ف 


الشكل المجاور. أجد أبعاد الحوض التى تجعل كمَية 
الزجاج المُستعمّلة لصنعه أقل ما يمكن. 


تصنيف القيّم الحرجة باستعمال اختبار المشتقة الثانية 

تعلّمْتُ سابقًا أن النقطة التي يكون عندها ميل منحنى الاقتران صفرًا هي نقطة حرجة» وهذا 
يعني أن مشتقة الاقتران عند هذه النقطة تساوي صفرًا؛ لذايُمكن رسم مماس أفقي عندها. 
تعلّمْتٌ أيضًا أله يمن تصنيف النقاط الحرجة بدراسة إشارة المشتقة الأولى إلى ما يأني: 


٠‏ النقطة العظمى المحلية: نقطة حرجة يتزايد منحنى الاقتران عن 
9 0 0 
ارا و تاق عن بها ما يعتى أن اقا الم ع ج e‏ 
المر جب إلن لساب عد ارك من وار النقطة إلى بها 


٠‏ النقطة الصغرى المحلية: نقطة حرجة يتناقص منحنى الاقتران عن 
سارها وواد غین ا ما نے أن اها ال سد مد ا 
الالب إلى الو عدا اويا اف ها 


لقد تعا* ت في الدرس السابق إيجاد المشتقة الثانية لأيّ اقتران. والآن ساتعل كيف تعمل 
اختبار المشتقة القانية 6650 061117219 20م0ع56) لتحديد ماهية النقطة الحرجة؛ هل هي 
عظم محلية أم صغرى محلية؟ 


اختبار !١‏ اث oo‏ وو الثانية 


أتذكّر 
يشير مصطلح (النقطة تاف جود ر لے نقطة اق ق ار ری 0ك ® 
العظمى المحلية) إلى 3 استنتاج ما يأتي: 
النقطة ([,:3)» ويشير 


مصطلح (القيمة العظمى 202 * إذا كان:0 > )٥(‏ ”ل فإِنّ (6)[هي قيمة عظمى محلية للاقتران /. 
محلم إلى الإحداني 


./ إذا كان: 0 < (0) ”ل فإن (0)[هي قيمة صغرى محلية للاقتران‎ ٠ 
للنقطة العظمى المحلية. ا‎ [/ 


ل ٠‏ إذا كان: 0 = ”)١(‏ فن اختبار المشتقة الثانية يفشل. وفي هذه الحالة» يجب 
مصطلح (النقطة الصغرى استعمال المشتقة الأولى لتصنيف القِيّم القصوى المحلية. 


المحلية)» ومصطلح 
لق ا ری ال 


إذا كان: :د12 - 3 + 2 = (×) ي فأستعمل اختبار المشتقة الثانية لإيجاد القِيّم القصوى 


8 المحلية للاقتران /. 
أنه 
يُطلّق على القيّم الصغرى2 | الخطوة 1: أجد المشتقة الأولى والقِيّم الحرجة للاقتران. 
المحلية اسم القِيَ 
e‏ معي رات او 2 - »6 + 6 = (ن) f‏ 

TT 
6% + 6% -12 =0 بسار الم با‎ 
x +-2=0 6 بقسمة طرفي المعادلة على‎ 
(x + 2)(x-1) =0 سا الاو ا‎ 
XxX+2=0 01 X-[1 0 خاصية الضرب الصفري‎ 
ا ادل د 2-1 لسكخرم‎ 


إذن» القِيّم الحرجة للاقتران /هي: 
X= -2 =1‏ 
الخطوة 2: أجد المشتقة الثانية للاقتران. 


اقتران المشتقة ت[حؤزن عه TOE‏ 


مشتقة كثيرات الحدود 6 +122 = f (x)‏ 


| الخطوة 3: أعمّ ض القبّم الح جة في المشتقة الثانية؛ لتصنيفها. 
عوض الق في : : 


بتعويض 2- = × 0 > 18- =6 + (2-)12= (2-) ”ار 


نو س 0 < 18 - 6+ )12(1= (1) f”‏ 


٠ه‏ 0= f')-2(‏ و0 > (2-)"/. إذن» توجد قيمة عظمى محلية عندما 2- = ×» وهي: 
0 = (2-)/. 

f')1( =0 ٠‏ و 0 < (1)"/. إذن» توجد قيمة صغرى محلية عندما 1 = »X‏ وهي: 
7 = (1)/. 

إذا كان: 5 + ×4 - 2 - 166 = (:3) و فأستعمل اختبار المشتقة الثانية لإيجاد القِيّم القصوى 

المحلية للاقتران /ر. 


تطبيقات القيم القصوى 


يُعَذّ تحديد القيمة الصغرى المحلية والقيمة العظمى المحلية أحد أكثر موضوعات التفاضل 
الفرعية استعمالًا في التطبيقات الحياتية والعلمية» مثل: تحديد أكبر مساحة مُمكنة» وأكبر ربح 
مُمكن» وأقل تكلفة مُمكنة. 

يُمكِن اتّباع الخطوات الآتية لحَلّ العديد من مسائل تطبيقات القِيّم القصوى: 
f,‏ استراتيجية حَلّ مسائل القيّم القصوى 

1) أفهم المسألة: أقرأ المسألة جيدًاء ثم أحدّد المعلومات اللازمة لحَلّها. 

2( أرسم فخططا: أرسم مُحْطّطَ يُمدّلٍ المسألةء ثم ادون عليه المعلومات المُّهمّة لحَلّ 
المسألة» وأختار متغيرًايُمثّل الكمّية التي أريد أن أجد لها أكبر قيمة أو أقل قيمةء وأختار 
رن ا اا 
القصوى هي القيمة المطلوبة. 


) أجد القيّم الحرجة للاقتران: أجد القَيّم التي تكون عندها مشتقة الاقتران صفرًا. 


4) أجد القيمة القصوى المطلوبة: أجد القيمة الصغرى أو القيمة العظمى المطلوبة. 


أتعلّم 
بما أن أحد أضلاع الحقل 
يقابل الطريق الزراعي 
0 
سابقَاء فاه يتعيّن على 
المُزارع أن يُسيّح فقط 
ثلاثة أضلاع من الحقل. 


إيجاد أكبر مساحة مُمكنة 


من التطبيقات الحياتية المُهمَّة على القِيِّم القصوىء إيجاد أكبر مساحة يمكن إحاطة سياج 
معلوم طوله بها. 


© مثال 2 : من الحياة 


اشترى مُرَارِعٌ سياجًا طوله 800122 لتسيبج حقل مستطيل الشكل من مزرعته» وكان هذا الحقل 
مقاب لطريق زراعي محاط به سياج من قبل. أجد أكبر مساحة م مُمكنة للحقل يُمكِن للمُزارع 


أن يحيط السياج بها. 
الخطوة 1: أرسم مُخطّطًَا. J‏ 
کا ا 2 


الخطوة 2: أكتب الاقتران الذي أريد إيجاد قيمته القصوى بدلالة متغير واحد. 
٠‏ أجد اقتران مساحة الحقل: 
مساحة المستطيل ع لم 


ه٠‏ أكتب ل بدلالة × باستعمال المحيط: 


محيط الحقل P=2x+y‏ 
بتعويض 800 = م 2x + y‏ = 800 
بكتابة المعادلة بدلالة /[ ×2 - 800 = Jy‏ 

٠‏ أعرّض رفي اقتران مساحة الحقل: 
اقتران مساحة الحقل A=xy‏ 
بتعويض ×2 - 800 = A(x) = x (800 - 2( Jy‏ 
بالتبببيط 2 - 800 = 


إذنء الاقتران الذي يُمثّل مساحة الحقل هو: 23# - :800 = ()4. 


الخطوة 3: أجد القِيّم الحرجة للاقتران. 


بإيجاد مشتقة اقتران مساحة الحقل A’ (x) = 800 - 4x‏ 
بمساواة المشتقة بالصفر 0= 4x‏ - 800 
يكل السساولة اة 0 = × 


ٍ إذن» توجد قيمة حرجة واحدة» هى: 200 = ×. 


| أستعمل اختبار المشتقة الثانية لتحديد نوع القيمة الحرجة عندما 200 = 6ر: 


بإيجاد المشتقة الثانية لاقتران مساحة الحقل 4- = )1ل 
بما أن المشتقة الثانية للاقتران سالبة لقم د الموجبة جميعهاء فإِله توجد قيمة عظمى محلية 
عندما 200 = ت وهذا يعني أن مساحة الحقل تكون أكبر ما يمن إذا كان عرضه 53 200. 
إذن» أكبر مساحة مُمكنة للحقل يُمكن للمُزارع أن يحيط السياج بها هي: 
“مم 80000 = “(2)200 - (800)200 = .A(200)‏ 


> 


بنى نجار سقفًا خشبيًا لحظيرة حيوانات» وكان السقف على شكل مستطيل محيطه ۳ 54. 
أجد أكبر مساحة مُمكنة لسطح الحظيرة. 


إيجاد أقل كمّية مُمكنة 


من التطبيقات الاقتصادية المهمة على القِيّم القصوىء إيجاد أقل كمّية مُمكنة من المواد 
اللازمة لصنع الأشياء. 


أراد مصنع إنتاج عُلَبِ من الكرتون على شكل متوازي مستطيلات مغلق» بحيث يكون حجم 
كلَّ منها تان 1000 وقاعدتها مربعة الشكل. أجد أبعاد العُلْبِة الواحدة التى تجعل كمّية 
الكرتون المُستعمّلة لصنعها أقل ما يُمكن. 
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الخطوة 1: أرسم مُخطَّطًَا. aE‏ 


أفنرض أنَّ :هو طول قاعدة العلبة» وأنَّ:# هو ارتفاعها كما في 1 
اط السار 


X 1 وو‎ 


الخطوة:: أكتب الاقتران الذي أريد إيجاد قيمته القصوى بدلالة 


مُتغيّر واحد. 
٠‏ أجد اقتران المساحة الكلية لسطح العلبة: 


المساحة الكلية لسطح العُلْبة S = 4xh + 2x‏ 


أتذكّر 
هو مساحة القاعدة مشرو 


أتذكّر 

المساحة الكلية لسطح 
متوازي المستطيلات 
هي المساحة الجانبية 
حي فاا 
مساحتا القاعدتين» علمًا 
ده 
هي محيط القاعدة في 
الارتفاع. 


أتعلّم 
في هذه المسألة» تكون 
كمّية الكرتون المستعمّلة 
أقل مايّمكن إذا كانت 
200 


١‏ أكتب !1 بد لالة × باستعمال حجم متوازي المستطيلات: 


حجم العلبة 7ت 
بتعريض 1000 -17 7 = 1000 
دار الا = 
٠‏ أعرّض / في اقتران المساحة الكلية لسطح العُلْبة: 
اقتران المساحة الكلية لسطح العُلْبة 2 AR‏ 2ق 
S)x) = 4x 6 0 h= 0‏ 
بالتبسيط 2 0 
إذن» الاقتران الذي يُمثّل المساحة الكلية لسطح العُلبة هو: ر2 + “© = رور)ى. 
الخطوة 3: أجد القيّم الحرجة للاقتران. 
بإيجاد مشتقة اقتران مساحة السطح 4x‏ + لانم = )”3 
ماو اة باقر لابب 
بضرب طرفي المعادلة في ًد 4000 = 4x‏ 
بقسمة طرفي المعادلة على 4 0 = × 
بأخذ الجذر التكعيبي للطرفين 0 x=‏ 


إذن» توجد قيمة حرجة واحدة» هى: 10 = × 


أستعمل اختبار المشتقة الثانية لتحديد نوع القيمة الحرجة عندما 10 = × 


بإيجاد المشتقة الثانية لاقتران مساحة السطح ا = (5”)3 
ریق 10 کر 1250 = 5 = (8")10 


الالكا وس تيه سكي ا واا ن a‏ 
تكون أقل ما يُمكِن إذا كان طول القاعدة ١1ء‏ 10 


م 


.1[= 2-10 cm, ع نا‎ x= 10 cm, h = = 10cm: ع‎ 
xX 


218ص 
أرادت إحدى الشركات أنْ تصنع خزانات معدنية على شكل متوازي مستطيلات مغلق» بحيث 


يكون حجم كل منها ”1 2» وقاعدته مربعة الشكل. أجد أبعاد الخرّان الواحد التي تجعل كمّية 
المعدن المُستعمّلة لصنعه أقل ما يُمكن. 


إيجاد أكبر حجم مُمكن 


َد إيجاد أكبر حجم مُمكن للخزانات أحد التطبيقات الحياتية المُهمَّة على القيّم القصوى؛ 
فهو يساعد على توفير الصفائح المعدنية المُستعمَلة لصنع الخرّانات بالطريقة المثلى؛ مايقلل 
من تكلفة الإنتاج. 


لذ حذاة ضا مسد مساحتها 33 36. أراد الحدّاد أن يصنع منها خرّان ماء على شكل 
متوازي مستطيلات مغلق» وأن تكون قاعدة الخرّان مربعة الشكل. أجد أبعاد الخزان التي 
تجعل حجمه أكبر ما يُمكن. 


2 
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الخطوة 1: أرسم مُخططا. 
أرقن أن مهو طول فاده ا انه وآن ا هو راع کا 
الط الارن 


و2 


الخطوة:: أكتب الاقتران الذي أريد إيجاد قيمته القصوى 


بدلالة مُتغْيّر واحد. 


٠‏ أجداقتران حجم الخزان: 


صيغة حجم متوازي المستطيلات 7 »> سه >[ مآ 
عويش 7= ا د ] 77> اح 
بالتبسيط xh‏ = 


٠‏ أكتب ۸ بدلالة × باستعمال المساحة الكلية لسطح الخزان: 


المساحة الكلية لسطح الخزان 2% + S = 4xh‏ 
بتعويض 36 = 5 4xh + 2X‏ = 36 
كعاب المعادلة بدلالة h= E Ê‏ 
اا 18 = 


2% 


بالتہ لتبسيط رط 9 = 


E e 00‏ 1 
إذن» الاقتران الذي يُمثل حجم الخزان هو: ‏ < - ×9 = (13. 


الخطوة 3: أجد القِيّم الحرجة للاقتران. 


/ 3 2 ah DE 
V(x) =9 - بإيجاد مشتقة اقتران الحجم 6د‎ 
9-3 =0 بمساواة المشتقة بالصفر‎ 
26 بحل المعادلة ل ر‎ 
x= +6 بأخذ الجذر التربيعي للطرفين‎ 


بما أن الطول لا يُمِكِن أن يكون سالبًاء فإلّه توجد قيمة حرجة واحدة هي: 6= . 
أستعمل اختبار المشتقة الثانية لتحديد نوع القيمة الحرجة عندما 1/6- ×: 
بإيجاد المشتقة الثانية لاقتران الحجم 31- = )"17 
بتعويض 1/6 = × 0 > ( 36/6- = ( V”(/6‏ 
ألاجظ وجود قيمة عظمى محلية عندما 6/- ت وهذا يعني أنَّ حجم الخرّان يكون أكبر ما 
يُمكِن إذا كان طول القاعدة 10 1/6. 
إذن» أبعاد الخزان هي: 


18-6 کک ا 
لساك 2 3 = .l=x=N 6m, w=x=N 6 m,h‏ 


لدى حدَّادٍ صفيحة معدنية مساحتها “33 54. أراد الحدّاد أن يصنع منها خرّان ماء على شكل 
أبعاد الخزان التى تجعل حجمه أكبر ما يُمكن. 


تطبيقات اقتصادية 


من التطبيقات الاقتصادية المُهمَّة على القِيّم القصوى: إيجاد أكبر ربح لمُنتّج مُعيّن» أو إيجاد 
أعلى إيراد من بيعه» أو إيجاد أقل تكلفة لصنعه. 
يطل على الاقتران الذي يُمثل تكلفة إنتاج × قطعة من تج مُعبّن اسم وان التكلقة 
(هتاعصدا :05ع) ويُرمَر إليه بالرمز (0):0. ويُطلّق على مُعدّل تغيّر © بالنسبة إلى × اسم 
in21 co 6‏ :ددم )؛ ما يعني أنَّ اقتران التكلفة الحدّية هو مشتقة اقتران التكلفة 
.C(x)‏ 
أمّا الاققران الذي يُمثل إيراد بيع × وحدة من مج مين 
.»)revenue function)‏ ویر مز إليه بالرمز ()28. وأمّا مشتقة اقتران الإيراد (1')10 فتسمّى 
الإيراد الحدّي «(marginal revenue)‏ وونل معدل كف الأيراد بالنسبة إلى عدد القطع 
الا 
بناءً على ما سبق» فلن ربح بيع × قطعة من مُننّج مُعيّن يعطى بالاقتران الآتي: 

P(x) = R(x) - C(x) 


حيث (2)3 هو أقترآن الربح (هتاعصدة 1081م), والربح الحدّي (marginal profit)‏ هو 
مشتقة اقتران الربح (0:) "۲. 
© مثال 5 : من الحياة 


وجد خبير تسويق أنه لبيع × حاسوبًا من نوع جديدء 
ن سر الاو ب الواخسد (بالدينار) يحب أن يكون: 


× - 1000 = (×)ء» حيث × عدد الأجهزة المّبيعة. إذا كانت 
تكلفة إنتاج تد من هذه الأجهزة تعطى بالاقتران: ×20 + 3000 = »٥)×(‏ فأجد عدد الأجهزة 
التي يجب إنتاجها وبيعها لتحقيق أكبر ربح مُمكن. 


الخطوة 1: أجد اقتران الإيراد. 


اقتران الإيراد (سعر الحاسوب الواحد) (عدد القطع المّبيعة) = (18)3 
باش (× - 2)1000 = 
باستعمال خاصية التوزيع د - 1000 = 


| إذنء اقتران الإيراد هو: د - :1000 = ()82. 


الخطوة 2: أجد اقتران الربح. 


اقتران الربح P(x) = R(x) - C(x)‏ 
بالتعويض (20 + 3000) -( x”‏ - 1000) = 
ا 9801-0 + مر = 


إذن» اقتران الربح هو: 3000 ×980 + مر - = (2)3. 


الخطوة 3: أجد الر بح الحدّىء ثم أجد القيمة الحر جة» مُحدّدًا نوعها. 
و ی 3 


الربح الحدّي 0 + 2%- = P' (x)‏ 
بمساواة المشتقة بالصفر 0= 980 + 2%- 
رالا 0 = × 


إذن» تو جد قيمة حرجة واحدة» هى: 490 = ×. 
أستعمل اختبار المشتقة الثانية لتحديد نوع القيمة الحرجة عندما 490 = ×: 
بإيجاد المشتقة الثانية للربح الحدّي 2- = )"مر 


بما أن المشعقة الثانية للاقتران سالبة ليم الموجبة جميعهاء فإنه توجد قيمة عظمى محلية 


عندما 490 = ×. 
إذن» تحقق الشركة أكبر ربح مُمكن عند إنتاجها وبيعها 490 جهاز حاسوب. 


وجدت خبيرة تسويق أنه لبيع × ثلاجة من نوع جديد. فإنَّ سعر الثاجة الواحدة (بالدينار) 
يجب أن يكون: :23 - 1750 = (±)5» حيث × عدد الأجهزة المبيعة. إذا كانت تكلفة إنتاج × 
من هذه الأجهزة تعطى بالاقتران: :1832 + 2250 = »٥)×(‏ فأجد عدد الأجهزة التى يجب 
إنتاجها وبيعها لتحقيق أكبر ربح مُمكن. 


!| أتدرب وأَحُْل المسائل 


أستعمل اختبار المشتقة الثانية لإيجاد القيّم القصوى المحلية (إِنْ وُجدت) لكل اقتران ممّا يأتي: 


3 
© f - 20 + 15: - ْم‎ © = - 22-2 


بم الشكل المجاور مُخطَّل لحديقة منزلية على شكل مستطيل أنئت مُقابل 
جدار. إذا كان محيط الحديقة من دون الجدار 122 300, فأجد گلا مما يأني: 
© المقدار الجبري الذي يُمثل طول الضلع 48 بدلالة ×. 

© اقتران مساحة الحديقة بدلالة ×. 

@ بدي الحديقة اللذين يجعلان مساحتها أكبر ما يُمكِن. 

قطعة ورق مستطيلة الشكل» طولها «اه 48ء وعرضها 612 30. قفص من زوايا 
القطعة مربعات مُتطابقة» طول ضلع كل منها 1 :د كما في الشسكل المجاور, 
@ أجد الاقتران الذي يُمثْل حجم العُلبة بدلالة ×. 


© أجد قيمة × التي تجعل حجم العأبة أكبر ما يُمكن. 


مك 30 


© /) - #- 2+ 5 


يُمثْل الاقتران: :0.002 - 500 = (:8)3 سعر منج لإحدى الشركات» حيث د عدد القطع المُتّجة. ويُمثّل الاقتران: 


0 -+ 300 = (×)€ تكلفة إنتاج × قطعة: 


© أجد اقتران الإيراد. © أجد اقتران الربح. 


0 أجد عدد القطع اللازم بيعها من المُنتج لتحقيق أكبر ربح مُمكنء ثم أجد أكبر ربح مُمكِن. 


- 
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© أجد سعر الوحدة الواحدة من المُنتج الذي بُحقق أكبر ربح مُمكِن. 


مارات اتقكير الملا ملي 


© تحدٌّ: قالب لصنع الكعك على شكل منشور ثلاثي» قاعدته على شكل مثلث قائم 
الزاوية كما في الشكل المجاور. إذا كان حجم القالّب مه 0 فأجد أبعاده 
التي تجعل المواد المُستعمّلة لصنعه أقل ما يمكن» مُبرّرّا إجابتي. 


الاشتقاز ق الضمني والمُعدّلات ت المرتبطة 


Implicit Differentiation and Related Rates 


© فكرة اتر ٠‏ إيجاد مشتقات العلاقات الضمنية. 
ْ . حل مسائل حياتية ته شك باد العا لاك ابرط بال فن 

@ المصطلحات العلاقة الضمنية» الاشتقاق الضمني. 

مسألة اليوم خرّان وقود أسطواني الشكلء وقطر قاعدته 50 2. إذا مُلَِ الخزّان بالوقود 
۰ بمُعدّل تتخمط/ ص 0.5 فأجد معدل تغيّر ارتفاع الوقود فيه» علمًا بأنَّ العلاقة 


التي تربط بين حجم الخزان 1) وارتفاعه (17) هي: ۸ “77 = 7. 


1 eco oh 9 نية‎ . Il العلاقة‎ 


جميع الاقترانات التي تعلَّمْتُ كيفية اشتقاقها - حتى الآن- هي اقترانات يُمكِن كتابتها في صورة: (*)/ = ل؛ آي إن يُمكِن 
كتابتها في صورة متغير بدلالة مہ متغير آخر» مثل الاقترانات الآتية: 


x-1‏ 0ر , E‏ , كلكا 


x +9‏ 
sS‏ لا يُمكِن كتابتها في صورة: () = ر؛ لذا نمی 3025656 
relations)‏ icitاimp).‏ طق على عملية إيجاد ‏ ب لعلاقة ضمنية اسم الاشتقاق الضمني «(implicit differentiation)‏ 


ومن تلخيص خطوات إجرائها كما يأتي: 


٤ 1‏ ات ا 
مفهوم أساء الاشتقاق الضمني 


راض أن ااا تُعرّف المُتغيرإضمييًا بوصفه اقترانًا قابا للاشتقاق بالنسبة إلى :د فإنّه يُمكن إيجاد ل باتباع 
الخطوات الآتية: 

الخطوة 1: أشتق طرفي المعادلة بالنسبة إلى × مراعيًا استعمال قاعدة السلسلة عند اشتقاق حدود تتضمّن المتغير '[. 
جارس لسرا ع رو سادرم الا ا 
الخطوة 3: ج عاملًا مشتركا من حدوة طرف المعادلة الاسر 


الخطوة 4: أل اا ا 


باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة إلى المتغير × 
قاعدتا مشيقة | لمجموع» و مشتقة القابت 
قاعدتا مشتقة اقتران القوّة» ومشتقة السلسلة 
2 2 

المخادلة ل 22 
بحل 5 08 


بالتبسيط 


باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة إلى المتغير × 


قاعدة مشتقة الفرق 


قواعد مشتقة اقتران القوّة» ومشتقة السلسلة» 
ومشتقة الجيب 


بإعادة ترتيب المعادلة 

2 e dy 
بإخراج - عاملا مشتركا‎ 
dx 2 ج‎ 


dy ts 2‏ 
بحل المعادلة ل س 
dx‏ 


باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة إلى المتغير × 


و 
قاعدتا مشتقة الفرق» ومشتقة الاقتران الأسّى الطبيعى 


1= تبره +ع2 © 


01 2 01 
2-1( 31 2)ت 
(0 2 - (مرة + رن 4 


5 01 01 
0 - (/ز3) — 2) تت 
(ثرة) 4+ وم 4 


01 

2+ 6y - 0 
x 
d __2 
dx 6y 
4--1 
dx 3y 


2 01 0 قم 1 
4 کے کڪ چڪ 
)ر گے = صن ف - ران 4 


dy dy 

رع = وم - تررق 

4 dx a 
dy dy 

دومع = لد برع - ترج 

J dx J a, 


4 (3y - 8y) = cos x 
dx 


dy _ cosx 


d+ 37 - 8y 


36 د بره نود © 


5 01 01 
پک 2 لدم س 
(xy - 2y( (3€ )‏ : 


d d x 
ڪڪ 2 سد سدم ر‎ 
(xy) (2y) = 6 


قاعدة مشتقة الضرب 36 = )2y(‏ 4 - وم گر + ون كر 
dx dx dx‏ 


قاعدتا مشتقة اقتران القوّة» ومشتقة السلسلة و ونون كير 
01 01 
بإعادة ترتيب المعادلة وى اللاو كيز 
dx dx‏ 
dy x‏ 
بإخراج .- ل عاملًا مشتركًا 7y‏ 0 - )2(„ 
X‏ 
dy 3e -y 0000‏ 
المعادلة ل - کے 
بحل dx 2-2 dx‏ 
i2‏ 0 من ذ 
dy 3‏ 
اجد + مما ياد 
الكل عار 
a) + =2 b) 5-2 =4) cC) y+ - 4 051‏ 


معادلة المماس لمنحنى علاقة ضمنية 


يمكن إيجاد معادلة المماس لمنحنى علاقة ضمنية عند نقطة ما بإيجاد ميله» ثم التعويض في 
الصورة العامة لمعادلة المستقيم. 


أجد معادلة المماس لمنحنى العلاقة: 2 = برد + ”ر عند النقطة (1 ,1). 


الخطوة 1: أجد ل عند النقطة (1 ,1(. 
xX‏ 


باشتقاق طرفي المعادلة بالنسبة إلى المتغير × (2) گ = (رں + ^ 


قاعدتا مشتقة المجموع» ومشتقة الثابت 0= كرتن ف 

dx dx 
قواعد مشتقة اقتران القوّة؛ ومشتقة الضرب» + + رو‎ 
- dr فقت السلسلة‎ 
2 dy ل‎ 
3)1( + + (1) =0 توف آک1 حير‎ 


أتعلّم 
اغالا 
إن E‏ 
موجب. أمّا إذا کان ۲ 
متناقصًاء فإنَّ مُعدّل تغيّره 


كر بان 


4= بالتبسيط‎ 
dx 


dy 1 dy .. ر‎ 
كد‎ ES - المغادلة ل‎ 
dx 4 dx بحل‎ 


e 75 2‏ 1 
إذن» ميل المماس لمنحنى العلاقة عند النقطة (1 ,1) هو - 


الخطوة 2: أجد معادلة المماس عند النقطة (1 ,1). 


1 1 
باستعمال خاصية التوزيع لعسيو ندر 
4 4 


أجد معادلة المماس لمنحنى العلاقة: 6 = 27 + د عند النقطة (1- ,2). 


المُعدّلات المرتبطة 
وطلبته يمف الما اا بعاد قعل ذا الماع ارام بالسبة إلى ار 
ويُمكِن استعمال قاعدة السلسلة والاشتقاق الضمني لإيجاد المُعدّل بالنسبة إلى الزمن. 

© مثال 3 : من الحياة 
عند رمي حجر في مطح مائي» تتكوٌّن موجات دائرية مُتّحِدة 
المركز. إذا كان نصف قُطْر دائرة يزداد بمُعدّل 682/5 8) فأجد 


مُعدَّل تغيّر مساحة هذه الدائرة عندما يكون نصف قُطرها دده 210 


علما بأنَّ العلاقة التى تربط بين مساحة الدائرة (4) ونصف قطرها (7) هى: X۲۶‏ = ۸. 
الخطوة 1: أحدد المعطيات والمطلوب. 


المعادلة: 777 = 4 


معدل التغيّر المعطى: 8 = . 
dA‏ 


adt 


المطلوب: 0ر 


| الخطوة 2: أشتق طرفي المعادلة بالنسبة إلى ) ثم أعرّض. 


المعادلة A= rr‏ 
d d 2 TT EI‏ 
بإيجاد مشتقة طرفي المعادلة بالنسبة إلى ٤‏ (2م گ = رم 4 
dt‏ 4 
قاعدة السلسلة dA SIRF X‏ 
dt dt‏ 
بتعويض 8 = ,10 =۲ (2)10()8 = 
بالتبسيط 160 = 


إذن» تزداد مساحة الدائرة بمُعدَّل ۳/8 1607 عندما يكون نصف قطرها ماه 10 
بالرشات: تفخ هدیل بالرتا على فسكل كرة) فازداد تصلقت قطره 
بمُعدّل 052/5 3. أجد مُعدَّل تغيّر حجم البالون عندما يكون نصف 
قُطْره ع 4 علمًا بأنَّ العلاقة التي تربط بين حجم البالون 1) 


وه 
ونصف قطره (7) هي : 7 لك -7. 


4 أتدرب وال المسائل 
¢ لإ راك eu‏ 
أجد -- لكل مما ياتي: 

5 - بر + 2د @ 2 - 7+ @ 4 - ترد - 12 @ 

1 برح ¥ 9© م حار © 7x‏ - رد 2-3 © 


@ vz + siny= 6 @ حر‎ 6 © cosx+Iny=3 
© -برة +4 - 7+7 @ 6= ثم - ثر16‎ 9 

أجد ‏ لكلّ ممّا يأتي عند النقطة المعطاة: 
(2,1-) ,5= ثيرة - 22 @ (2,4) ,8 - ثر- 36 @ 


© yJ =D) © -بر)‎ 3(: = 42-20, )6,1( 


إذا كان: 34 = ”ر + 2ء فأجد كلا مما يأني: 


© ميل المماس عند النقطة (4 ,3). © معادلة المماس عند النقطة (4 ,3). 


إذا كان: 7= × + بود + ”س فاجد كلامتاباى: 
© ميل المماس عند النقطة (2- ,3). © معادلة المماس عند النقطة (2- ,3). 


3© معادلة العمودي على المماس عند النقطة (2- ,3). 


©(١‏ هندسة: تتناقص أطوال أضلاع مُككّب بمُعدّل 052/9 6. أجد مُعدّل تغيّر حجم المُككّب عندما يكون طول ضلعه 
دك 30. علمًا بأن العلاقة التي تربط بين حجم المُكعّب (17) وطول ضلعه () هي: ”× = ⁄. 


@ فقاقيع: يزداد نصف قطر فقّاعة صابون كروية الشكل بمُعدّل 652/5 0.5. أجد سرعة 
زيادة مساحة سطح الفقاعة عندما يكون طول نصف قُطْرها 6123 3 علمًا بان العلاقة 
التي تربط بين مساحة سطح الفقاعة (4) ونصف قطرها (7) هي: ١ .۸ = 4 ٩۲‏ 1 


© أورام: انَخَذ ورم شكلا كرويًا تقریبًاء وقد ازداد نصف قطره بمُعدَّل 61 0.13 لكل شهر. أجد مُعدّل تغيّر حجم 
الورم عندما يكون طول نصف قُطْره 612 00.45 علمًا بأن العلاقة التي تربط بين حجم الورم 10) ونصف قطره (7) 
3 4 
هى: بل جف 


EEE £‏ 
© تبريرة أجد معادلة المماس لمعت العلاقة: 10 = ر6 + #عتدما 2 = مَبرُوًا اجابتی. 


00 ا ثم عه dy _ 2 y-y‏ 
تحد: اذا كان: ۷ + × = )×y(‏ 1۸ء فاثنت أن کے 
© تحد:| 1 ك 2 2× يك 


© تبرير: إذا كان المُتغيّر ان1 وس مرتبطين بالعلاقة: W‏ 1500 = 14 وكانت قيمة المُتغيّر 1 تزداد بمرور الزمن4» 
وَفقَا للعلاقة: 8 + 0.051 = س فأجد مُعدَّل تغيّر 1 بالنسبة إلى الزمن عندما 64 = س مُبرّرًا إجابتي. 


اختبار نهاية الوحدة 


أختار رمز الإجابة الصحيحة في كل مما يأني: 


4 ميل المماس لمنحنى الاقتران: 5+ 2 - /زعندما : 


3= هو: 

: 5 

a) 24 b) ك‎ 

: © 11 d) 8 

2 إذا کان: ‏ - × = () فان (×) f‏ ھی: 

i Bia 

١ X X 

: 2 2 

: €( - d) ك‎ 

: 5 5 


4 إذاكان: 2-1 -ثي فن ميل المماس لمنحنى : 


العلاقة عند النقطة ( 1,1//2) هو: 
1/2 رط 
d) V2‏ 


a) ا‎ 


1/2 
1/2 


4 ميل العمودي على المماس لمنحنى العلاقة: : 


120 


a) 6 b) 3‏ 
وھ وه 
5 قيمة × التي عندها قيمة صغرى محلية للاقتران: 
ج32 - شير = (3)رهي: 
2- (ط 2 a)‏ 
1- (0 


غو 


: (1 


يُمثل الاقتران: 0 <۲ ,45 -78 + 2= (5)4 موقع جسم 


يتحرّك في مسار مستقيم» حيث ؟ الموقع بالأمتار, و الزمن 


بالثواني: 
8 اللحظة التي تكون فيها حركة الجسم في الاتجاه 
السالب هي: 
2 -غ b)‏ 1غ a)‏ 
d) :- 4‏ 5-+ )¢ 


© اللحظة التي يكون فيها الجسم في حالة سكون لحظي 
هي: 


a) t=1 b) -غ‎ 2 


J 2-5 0( t=4 


: أجد معادلة المماس لمنحنى كل اقتران مما يأتي عند النقطة 


المعطاة: 
(10,)2,0 + ×7 - ¥=( ® 


(12 ,4( - قد = تار 0 


0 =, 0 


X 


,= (/ ت 


(4,1) 


: أجد معادلة المماس لمنحنى كل اقتران مما يأتي عند قيمة × 
: المعطاة: 


12 در‎ = )x-7()x + 4(, 2-1 


تخ - ار ® 


X= -5 
بعر‎ 4 ° 


2- =× ,عر + ثيرو + “2 - )/ ® 


اختبار نهاية الوحدة 


أجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى كل اقتران مما 


يأتي عند قيمة د المعطاة: 
x =2‏ ,6-5 + 7=( ® 


_- 6-7 _ 
2 دع تلظ ور ` 
4x‏ 


@ أجد إحداثى النقطة (النقاط) الواقعة على منحنى : 


الاقتران: 1 + 3 - × = () ل التى يكون عندها : 


الممامن أفقيا: 
8 أجد إحداثيى النقطة الواقعة على منحنى الاقتران: 
عد ت( الى يكون عندهاميل المماس عو 12: 
أجد المشتقة الثانية لكل اقتران مما يأتي: 
7 2ه = f»)‏ 19 
x - 9€‏ صا = f(x)‏ 20 
2X‏ - 10% = دار 211 


03 


22 ار‎ =X )x + 2(,- 2 


1 ,£ - 2-3 = )مر 23 


4 نفط: تسرب نفط من ناقلة بحرية مكوئًا بقعة دائرية : 
الشكل على سطح الماءء تزداد مساحتها بمُعدّل : 
لفظ /7 0 جد سے غا ق اید صت تطر اا : 
عندما يكون طول نصف قُطرها 23 20ء علمًا أن : 
العلاقة التي تربط بين مساحة الدائرة (4) ونصف : 
قطرها (7) هي: “77 = 4. 


أجد المشتقة الثانية لكل اقتران مما يأتى عند قيمة × المعطاة: : 


90 ل الاقتران: 0 <£ 124 + 6 - *غ = (5)4 موقع 


: جسم يتحرّك في مسار مستقيم» حيث 5 الموقع بالأمتار. و 


الزمن بالثواني: 

5 ما سرعة الجسم المتجهة عندما 2 = ؟ 

26 في آي اتجاه يتحرّك الجسم عندما 2 = ؟ 

7 ما تسارع الجسم عندما 2 -8؟ 

8 أجد قِيّم ‏ التي يكون عندها الجسم في حالة سكون 
لحظي. 


 :‏ درٌاجات: يُمكِن نمذجة موقع شخص يقود درّاجة في مسار 


1 2 1 1,2 1,3 
1 تقدم تاس الافتران: 1 خ + + =( 


حيث ؟ الموقع بالأمتارء وا الزمن بالثواني: 
89 ما سرعة الشخص المتجهة بعد 3 ثوانٍ من بدء حركته؟ 
0 ما تسارع الشخص بعد 3 ثوانِ من بَدَء حركته؟ 


31 أجد قِيّم ‏ التي يكون عندها الشخص في حالة سكون 
لحظى. 


أستعمل اختبار المشتقة الثانية لإيجاد القِيّم القصوى المحلية 
(إنْ وجدت) لكل اقتران مما يأني : 


م2 - 24 + 9= ()/ ® 
×9 - *(2 -32) = )م ا33 


10% - 4 = دار )34 


اختبار نهاية الوحدة 


65 بالونات: نفخت ماجدة بالوئًا على شكل كرة. فازداد : 
تممه غدل 00 000 أجد ل اد نص : 
ار البار ن غا کر ورل تف رموه 60 ' 
علمًا بن العلاقة التي تربط بين حجم البالون (/1) 1ْ 


555 (7) هي: 77 لش -7. 


© خطّط مُزارع لتسيبج حظيرة مستطيلة الشكل قرب : 
نه ركبا الكل الال وعد د س اا العظيرةى. : 
ص 245000؛ لتوفير كمّية عشب كافية لأغنامه. أجد ' 


بعاد الحظيرة الى ندل طول الام الما ا ٠‏ 


عا بان الجن الفقابل للنهر لآ يحتاج إلى تسه 


® + 0 = 7y 
38 x +6x-8y+5y = 3 


إذا كان: 13 = +/+ س فأجد كلا ممّا يأتي: 


@ ميل المماس عند النقطة (3 ,4-). 


@ معادلة المماس عند النقطة (3 ,4-). 


1 سلك طوله 622 20. إذا أريد ثنى السلك ليحيط 


بالمستطيل التالى» فأجد أكبر مساحة مغلقة يمكن 
إحاطة السلك بها. 


)10- cm 


(x) cm 


ين الكل الآتي صندوفا على شكل متوازي 
مستطيلات. إذا كانت قاعدة الصندوق مربعة الشكل» 
وطول ضلع القاعدة ٥۳١‏ د ومجموع أطوال أحرفه 
cm‏ 144« فأجد کا مما يلي: 


© الاقتران الذي يُمثْل حجم الصندوق بدلالة ×. 


© قيمة × التي تجعل حجم الصندوق أكبر ما يمكن. 


برهك لاه 
أجد © لكل مما يأتي عند النقطة المعطاة: 


(1-,2-),12- = ره + 2% 44 


5-y = 9, )3,-2( 


